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وزارت معارف‎ 
ریاست عمومی تربية معلم‎ 


مواد آموزشی رباضی برای معلمان 








جوم ۶ 
بسم الله الرحمن الرحیم 


تعلیم و تربیه یکی از عوامل اساسی پیشرفت جامعه بوده که باید بنا بر اقتضای وقت» طبق شرایط ملی و بین المللی 
همان جامعه انکشاف و رشد نماید. با درنظرداشت این واقعیت لزوم تغییرات اساسی در نظام تعلیم و تربية کشور ما 
یز محسوس میگردد: ینم یت مطلوب بدون توجه یه ارتقاه ظرفیت معلمین امکان پذیر پک در شرایط موجود 
که در نتیجۂ پیشرفت علوم و تکنلوژی معاصر جھان, در بخشهای گوناگون حیات بشری, تحولات شگرفی رونما 
گردیده است» نیازمندی های رهایی از عقب مانده گی و سیر در جهت ترقی و پیشرفت به ضرورت مبرم تاریخی 
مبدل شده است. 

تکشاف و ارتقاء علوم و تکنلوژی آنقدر سریع است که راه ضد ساله را یک روزه می پیماید. رفتن موازی به این 


سرعت همانقدر دانش نیاز دارد و حاصل کردن علم و دانش سعی و تلاش بی حد می طلبد. یکی از علومی که در 
ساحة رشد تکنالوژی رول عمده داشته. ریاضیات است. 


علم ریاضیات در سیر تاریخ جوامع بشری و در حصص مختلف فعالیت های بشری» ساحات اقتصادی اجتماعی. 
تکنالوژی همیشه منحیث یک ضرورت مطرح بوده و از آن استفاده می گردد. 


این علم از یک طرف در اثر رابطه ها فی مابین رشته های مختلف ریاضی منحیث یک علم مستقل و از جانب دیگر 
به موجب ضرورتهای آن در پیشبرد و پیشرفت علوم طبیعی و کاربرد آن در زندگی روزمره و همه بعدهای دیگر پی 
هم تکامل می نماید. 
این پروگرام آموزشی معلمین که بر مبنای نصاب تعلیمی جدید طوری ترتیب گردیده تا معلمین بتوانند شاگردان را با 
اساسات علوم خوبتر آشنا سازند. 
امیدوارم معلمین عزیز کشور ما بتوانند با اسلوب آموزش فعال, و با استفاده از این مواد آموزشی به طور ثمربخش 
به آینده سازان کشور شان شوند. 
در پایان جا دارد تا از همکاری آن عده استادان پوهنتون هاء اعضای علمی و مسلکی ریاست عمومی تربیه معلم و 
کارمندان تخنیکی و طباعتی که در تدوین این مواد آموزشی سهم خویش را ایفا نموده اند. اظهار امتنان و از بارگاه 
خداوند متعال برای ایشان موفقیت های بیشتر را در تعلیم و تربیه اولاد وطن خواهانیم. 

سوسن وردک 


رئیس عمومی تربیة معلم 
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ان نکی کل این وسسس ض٠ص‏ ی وی و اد ام 


جستجوی نشانه هاء علایم یا عروض در مسایل مه موه هار وه هه مدمه وم را ها ده مد 


عمليه استعمال حل مسائل: ہد ےک سس حم 1( 


پلان پیشنهاد لکچر حل مسایل سی سستتففم/سشسَ‫ْمسدم سس 
لکچر اول (بخش اول) CEN‏ سے سس 
افاده های الجبری ات ےت تس تہ سس نے 
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دوحده یا بینوم (1800121ظ): EPEC‏ سی 
افاده ناطق 655101 ۳۳01 (Rational‏ 17 


افاده های غیر ناطق lee :Irrational Expr€ssi01)‏ 


لکچر اول (بخش دوم) ANIN NINE‏ ہت 
ای ا ST‏ 
پلان ارایه کردن لکچر اول کہہے ہم نت 
لکچر دوم (بخش اول) سے ےت ےت ےت ےت ےت ےت تحت 
بی اق وو وت تج ہے سس تہ ہہ ٠صےس‏ سد 
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لی شم عامل شرب کار ین کو ت مَٗصص لس ضس ضا 
لقع خیرم راک ا و ابظه ادت در ام مُمسسسسسسسسسسیسسسیسہی ۶ 
رابطه دوگانه BOs Raa aaa‏ 
ناه تس کچ" 
رابطه معادلت e (Equivalent Relati0^)‏ 
بان آراقة لک انوم o‏ 
لکچر پنجم تابع و مفهوم آن وم وجوم ER AR‏ 58 
بعضی از انواع خاص توابع وو ieee‏ هک و ما بخ صا وو Ol‏ 
ات و لٹرسال سہص میس ےس ژ سس ہہ بس جح شس ّ 
تساوی دو تابع OSSD‏ 
پلان ارائه لکچر پنجم es‏ وه aan‏ 65 
لکچر ششم انتقال گراف‌ها (انتقال افقی و عمودی و انتقال همزمان افقی و عمودی) O O‏ 
پلان ارائه لکچر ششم: SSAA GRRL‏ ی یمیت 9 7 
لکچر هفتم توابع بایحکتیف و معکوس پذیری توابع جوسیفوو جم As‏ 
پلان ارایه لکجر هفتم ی ۱۱ 
لک هتم ترابع تاطلق و گراف ان ھا انت ها عمرنی: افتی: و مایل ) ۱3 
گراف تابح ناطق: o‏ 
لکجر نهم قوانین نسبت های مثلثاتی حاصل جمع وحاصل تفریق دو زاویه Saini ie ii iê‏ 
اس ضر معاذله مال نک خط تھی انل اد عقوم مشیم چ کل قرمال آن ۶۹۹ھ مم 
قد ا سی تک اش قط خر انات ہس ہت ی ی ۱0 
شرطیه دو جانبه ۾ ج> و چھوچوٹھویڈویکویووھوی یھو هی ی LOA A A A A‏ 
لکجر دوازدهم احصائيه 5۲351595165 LOO a a O E O‏ 
مطالعه جمعیت در احصائیه: مھ ۱ (۱ 
لکچر سیزدهم وزیع دفعات LOI‏ 
رنج پا وسعت ارقام: LLOEGR‏ 
لکچر چھاردھم گراف های احصائیوی سس ےٗےٰٗسسےجسسےسسھمھتہ o‏ 


صنف باز دهم 


لکچر اول معادلات مثلثاتی e‏ هه ای ام ی اه ی ای اه 
لکچر دوم حل سیستم های معادلات مثلثاتی دو مجهوله موی هم 


لس ول سافلات الرکاری و | فا ےس ( 


لکچر چھارم استعمال لوگارتم و استفاده از لوگارتم در اجرای عمليه های ریاضی 


لکچر پنجم پراگندگی 101501011101 کر ا ا ا ا ات 


احصاییه ( 1161165 2) ۱ رت 


لکچر ششم منحنی نارمل (01۷6) (Normal‏ ی 


لکچر دهم سیستم معادلات خطی هه اه ی هه "۷۷۷" 
لکچر يازدهم حل سیستم معادلات خطی به طریقه گاوس 631155 وی 
ار دیا رده عاسل شرت کال ی ع بحاص توا تقو ری 0010 
لکچر سیزدھم وکتورها ۷٢٢٥٢٣٢‏ تیر ہیں رن 
لکچر چھاردھم وکتورها در فضاء ا ا ا ا ا ا ا ا ا ام انا 


لکچر اول لیمت و تمادیت توابع ا کا ا ا اه 
لکچر دوم خواص لیمت (قوانین لیمت) da a ek a ed a Ê‏ 
لکچر سوم لیمت توابع مثلثاتی DS‏ هه ا ا 


لکچر دهم کاربرد مشتق دوم در گراف تابع کت ی 
لکچر یازدهم انتگرال ی 


لکچر سیزدهم مشتق و انتگرال توابع نمایی و لوگارتمی تا ای کر وت و ا 
لکچرچهاردهم مشتق گیری به کمک معکوس توابع dle‏ 
لکجر پانزدهم انتگرال معین اه هه ی سس هه ها اه زو اه ای 
لکجر شانزدهم استفاده از انتگرال معین îa‏ هی هه ره ی وه اس اه و مه هس هس اه هت 


تجارب مضمون ریاضی ا الا اکا اکا جا ا ا اد 2 
درس اول افزودن جورہ های اعداد 00000000000 
درس دوم زنبورها و هندسه مو ی وه موصعم 
درس سوم نوار موبیوس ا ا ا ا ا ا ا ا اک 


درس چھارم تالیس و ستونهای در مصر Senna‏ 


درس پنجم ۲ بت ها و سایه ها 299298292 222ف 0ع 22029 092999 ۵ 
درس ششم استفاده از زاویه 45 درجه برای دریافت فاصله 


درس هفتم نسبت بلندی قد بر اندازه پا as‏ ا ا کک 


مقد مه 
هر اقدام جدید در غاز خود توام بایک سلسله مشکلات میباشد که بايد به تدریج و موقع اش آن را حل نمود. 
طوریکه به همگان معلوم است در سال های اخیر مفرادات کتب درسی مکاتب عمومی مربوط وزارت معارف مطابق به 
تقاضای وقت و با در نظر داشت مفردات کتب درسی کشورهای همسایه. تجدید گردیده و کتب درسی آن نوشته شده 


درین زمینه مفردات درسی کتب ریاضیات نیز تجدید و کتاب های مربوطه آن تهیه گردیده و در معرفی تدریس قرار 
گرفته اند مگر معلمان مکاتب به دو مشکل در ان موجه میباشد. 

از یک طرف مفردات بعضی موضوعات برای شان نا اشنا بوده و از جانب دیگر سلسله موضوعات این کتب به تصحیح. 
تکمیل و توضیح ضرورت دارند. ازانرو ریاست عمومی تربیه معلم تصمیم گرفت که تحت پروگرام انست 4 با معلمان 
مکاتب همکاری نموده و ان را اموزش دهند. در زمینه با همکاری استادان پوهنتون کابل و اعضای علمی خود آن 
ریاست به تهیه مواد پرداختند. که با تفکیک موضوعات مباحثه را اماده نموده که در ان موضوعات نادرست» تصحیح 
گردیده» موضوعات ناتکمیل تکمیل شده سلسله و موضوعات آن توضیح گردیده اند. تا ترینر ها و معلمان محترم از ن 
استفاده و به شاگردان انتقال دهند. 

این مباحث مربوط صنوف دهم یازدهم و دوازدهم مکاتب اند که دران افاده های الجبری پولینوم های یک متحوله و 
ست ها و انواع آن» توابع معکوس پذیر بعضی مفاهیم منطق ریاضیات مباحث هندسه تحلیلی» بعضی مفاهیم مثلثات 
دسطح. معادلات مثلثاتی» لوگارتم» توابع لوگارتمی و اکسپونینشیل, معادلات لو گارتمی و اکسپونینشیل» مباحثه احصایه. 
مت رکس هاء دیترمینانت هاء حل سیستم های معادلات خطی به طرق مختلف. لیمت. متمادیت» مشتقات و انتگرال ها در 
توابع مختلف با رابطه بین احصایه و احتمالات در نظر گرفته شده اند 


حل مسایل و موضوعات مفید دیگر که جنبه پیداگویک دارد جای داده شده است. به امیدانکه استادان و شاگردان از ان 
استفاده بیشتر برند. 


e O 


مسایل ریاضی عمومی 
(حساب» الجبر. شندسه و انالیز...) 


تسمیه. تاریخ محتوا و اهداک 
تقد نوشته داکتر منصوری 
تاریخ ریاضی» عبارت از معلومات راجع به متا اکتشافات علم ریاضی و طرق ریاضیکی اوقات گذشته است. دانش راجع 
به تاریخ مبادی مضمون و معلومات جالب راجع به ان برای هر کس» خاصتاً معلمان معلومات مسلکی ان ها را افزایش 
فی ده هدف ایی توشتت نز همین اس فر تظام فل ما اسطلاحات ابه ریاضی و آآلخیر وجرد دار که تعضاً 
با تام امعمال می کو قراف رمات ناقری کر مورد مها ات اسظطاشحاتک رای سین کمک س کد که 
راجع به مضامین وسعت نظری بهتر پیدا کنند و تدریس ان ها بهبود یابد تدریس مروج ریاضی و شکل مجرد ان مسئلة 
دیگری است که به توجة عاجل نیازمند است. امید است این نوشته از بعضی جهات» مخصوصا از نگاه حل مسایل و 
بعضی پیشنهادات ارایه شده» کمک کننده باشد. 
مفاهیم تاریخ و تسمیه 
حتاب: ادل کم اکل هنتف اس که عارتا از ان و سالد کن شین زباقیات 
(1۷21006۳021165) می باشد. حساب کلمه عربی است که معنی ان شمارش می باشد. کلم معادل حساب 
(»تاج010]ت۸) اصلا کلمه یونانی است که معنی ان «اعداد» میباشد. بصورت عموم حساب با کمیت ها و مخصوصاً 
با عملیه های ترکیب اعداد سرو کار دارد. موضوع علم حساب عبارت از عملیه های اعداد تام و کسری یعنی (جمح. 
تفریق» ضرب و تقسیم) میباشد کلمة حساب اولین بار توسط محمد ابن موسی خوارزمی مطرح شد که در اولین کتاب 
علم حساب «کتاب الحمع و التفریق بی حساب الهند» نوشته (850-780 م) آمده» الخوارزمی این کتاب را برای 
توضیح قانون میراث فقهی اسلامی نوشته بود از حساب در تجارت زمینداری, اندازه گیری مالیات و غیره استفاده بعمل 
می آید. 
تحولات ریاضی, غالباً به مفهوم توسعه تفکر مجرد تعبیر شده می تواند. 
شاد اولین تصور مجرد اعداد باشد. یعنی مفهوم مشترک بین دو سیب و دو زردآلو همین کمیت (دو) است. از زمان 
های قدیم ضمن شمارش اشیای مجسم» شمارش اشیای مجرد مانند روز هاء فصول و سال ها طرف توجه قرار می 
گرفتند و به تعقیب آن عملیه های حساب ابتدایی (جمعء تفریق» ضرب و تقسیم) بمیان آمدند. جهت نشان دادن اعدادء 
علامات و سمبول به کار رفتند که ست مکمل ان هاء ست ارقام می باشند. حساب و محاسبه تاریخ کهن دارد و 
قدیمیترین اشکال مختلف اعداده همانا سمیول های مصری اند قرار ذیل: 


ریساضی صنف دمم 
4 3 12 0 


UB ۔‎ we Gee tooo 


5D 6 f 8 9 


14 13 12 1 10 
وووه جوم ©©© 


9 18 17 16 «15 
مج ووفيھ وھ # 


طوریکه علامت های عدد فوق دیدہ می شوند» ارقام دیگر همچنین بر اساس شمارش سیستم اعشاری بودہ یعنی برای 
هر عدد یک علامت و برای هر علامت یک عدد مطرح می گردد. مثلا علامات که به قاعدۂ دہ ارقام امروزی (1ء 2 

3 4 5 6 7 8 9) که در تمام دنیا مواد استفاده قرار می گیرند به نام ارقام عربی (ھندی- عربی) شهرت دارند. 
گفته می شود که این ارقام اولین بار در هندستان بمیان آمدند و بعداً توسط دانشمندان مسلمان مخصوصاً در نوشته های 
محمد ابن موسی خوارزمی مطرح گردید که بعداً به سایر جا ها و مخصوصاً از طریق تراجم به اروپا معرفی گردیدند. 
اعداد هندی به قاعدۂ ده بوده که سیستم اعشاری گفته می شود اما تعداد ارقام ان فقط نه رقم بود که بعد ها با علاوه 
شدن رقم صفر پوره ده رقم گردید. 

دانشمندان مسلمان علامت 0 را به این ارقام علاوه کردند که سیستم به این وسیله تکمیل شد و ارایه سایر اعداد ممکن 
گردید. 

ڈاللستاح مسامان قصور ازم مطلق اعیاه را دان و ماد سای جار کا این را مان از 

ارقام هندی- عربی با سایر ارقام این تفاوت را دارد که درین سیستم با کاربرد ده رقم تمام اعداد ارایه شده می توانند 
مثلا 123 132 321 وغیرہ... 

کلم عربی ریاضی معادل اصطلاح انگلیسی 1۷3٢0610783165‏ که در اصل یونانی است. 

بعضاً می گویند که کلمه عربی ریاضی از اصطلاح «روض» یعنی ورزش می باشد که شاید در پرورش ذهن مورد 
استفاده قرار می گیرد. فرضية دیگر ارت که ریاضی از هریاضیت» بمعنی گوشه نیشینی» خلوت گزینی سی ارد 
گرفته شده به این ترتیب ریاضیات عبارت از تفکر مجرد و زحمت کشیدن تعبیر می شود. که گویا در ریاضی دریافت 
معانی برای مفاهیم محرد و تفکرات مجرد سرو کار و فعالیت دارد. 

ازین جهت شاید در دورۂ عروج کشور های اسلامی دانشمندان ریاضی برای ۷210617021165 اصطلاح «ریاضی» 
را مورد استفاده قرار دادند. کلم انگلیسی و لاتینی 200-5 تا سال 1700 م» به ستاره شناسان و فال بین ها نسبت 
داده میشد و ماتیماتیک دانان نزد مردم بد شمرده می شدند. 

معنی ماتیماتیک (121-5) که در بحث ما ریاضی گفته می شود در یونانی دانش و علم و آموزش می باشد. که 
مطلعة آشیایی مجرد (اشیایی ذھنی)ء کمیت. ساختمان, خلاء تعغیر وغیره در آن شامل میشود. 

برای اندازه گیری» شمارش, حساب کردن با کاربرد استدلال منطقی و مجرده ریاضی بمیان آمد و تکامل یافت. 


و عدم صحت یا به عبارت دیگر پذیریش ورد آن به کمک ثبوت ریاضیکی تائید می کنند. ریاضی وسیله ای قوی برای 
فل و و کان سای انیت ای رافک جا شاه اد اصرل کاس و جار وو برو فاي 
معلومات حاصل می کنند 9 علم ریاضی برای شمارش 9 حساب ساده» اندازه گیری» اجسام فزیکی 9 اشکال هندسی و 
حرکات منظم با استدلال منطقی رشد یافت و بمیان آمد. نوشته های بدست آمده نشان می دهند که عمليه های ریاضی 
اقلیدیس» بمیان آمد و رشد یافت. 

در اروپاء علم ریاضی تا دورۂ رنسانس (عصر تجدد فرهنگی 17-14 در اروپا) پیشرفت بطی داشت» اما بعد از آن با 
اکتشافات پیشرفت علوم طبیعی پیشرفت ریاضی تسریع گردید. 

از مطالعة علم ریاضی» واضح می شود که در سر زمین های که تجمع بشری زیاد بوده» اولین جرقه های علم ریاضی و 
مخصوصا ریاضیات عملی ظهور نموده است. مثلا (با در نظرداشت ترتیب زمان» در عراق آمروزی بین النهرین (سرزمین 
بین دو رود خانة دجله و فرات) ریاضیات بابل (سومری ها)» در ساحل رود نیل ریاضیات مصریء ریاضیات یونان (که با 
داشتن آب و هوای مناسب پیشرفت شروع شده بود.)» ریاضی چینیایی ها (که ممتاز و مخصوص جلوه می کند.» ریاضی 
هندوسند (در اطراف حوزۂ سند) و بالاخره دورۂ ریاضیات اسلامی. اگر دقیق شویم واضح مشود که در همه جا به 
استثنای ریاضیات اسلامی عوامل فقهی پیشرفت ریاضیی احتیاجات بشری بوده است. 

قبل از همه در بابل در ریاضیات سومری ها جداول ضربء تمرین های هندسی مسایل تقسیم مطرح و عملی می 
شدندو ریاضیات بابل در سیستم به قاعدۂ 60 نوشته می شد که شمارش زمانی ساعت. دقیقه و ثانیه از همانجا سر 
در دورۂ نهضت اسلامیء دانشمندان ریاضی خدمات زیادی در علم ریاضی انجام دادند که جهان معاصر اعتراف می کند. 
دانشمندان اسلامی نه تنها به ریاضی جنبة تطبیقی دادند بلکه این علم را توسعه دادند یا به عبارت دیگر دانش مرده را 
توسعه دادند. علمی ساختند. اصلاح و زنده کردند که ترقیات عصر حاضر مرهون ایشان هست. 

ریاضی تعریف جامعی ندارد. اما از جوانب و جهات مختلف به آن توجیهات متفاوت داده اند ارستوء ماتیماتیک را «علم 
کمیت ها» دانسته بوده کیلی (1642-563) می گوید که کاینات را نمیتوان خوانده مگر آنکه زبانی را باید آموخت تا 
که بر آن نوشته ازینت وآن زبان ریاضی است که الفبای آن مثلث» دایره 9 سایر اشکال هندسی می باشد. گاوس 
(1855-1777) ریاضیات را «سلطان علوم» می داند. انشتین (1955-1879) آن را یک علم بسیار خیالی 
(تخیلی) و دور از زندگی حقیقی و استدلال غیر مطمئن می داند و می گوید «بجای آنکه قوانین ریاضی به واقعیت 
استوار باشد غیر اطمینانی است و اگر اطمینانی شود پس به واقعیت ارجاع نمی گردد.)). 

بهمین قسم گاه گاه به جوانب قیاس ریاضی, تاکید می گردد. یعنی ان را علم قیاس می دانند و گاه گاه بر جوانب تجرد 
آن تاکید می کنند. ریاضی» برای سایر علوم بحیث یک وسیلة بسیار مهم پنداشته می شود. مخصوصاً برای علوم طبیعی 
اکتشافات جدید مانند احصائیه. تیوری مسابقات وغیره عرض اندام می نماید. 


ریاخضی حنف تام 


بطور مختصر ریاضیات علم کمیت» ساختمان (ترکیب)ء هندسی» تحلیل و تعبیر در بخش های فرعی تقسیمات کنیم که 
تحلیل ساحات حساب. الجبر هندسه را در بر می گیرد. 

کمیت ها: 

مفاهیم اساسی حساب یعنی اعداد عبارت اند از اعداد طبیعی, اعداد تام اعداد نسبتی (ناطق)ء اعداد غیر ناطق. اعداد 
حقیقی» اعداد موهومی (مختلط) که مثال های آن ها عبارت اند از: 
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کلمة الجبر برای اولین بار در کتاب محمد ابن موسی الخوارزمی بکار رفت (850-780 م) خوارزمی در دارالخلافة 
بغداد «بست الحکمه» یک عالم و ریاضیدان بود وى در كتاب «الكتاب المختصر فی حساب الحبر و المقابله» در حدود 
0ھ اولین بار علم الجبر را اساس گذاری نمود. بعد از آن کلمات الجبر و الگورتیم با نام وی مرتبط می باشد در 
تمام جهان و تمام السنه همین نام الجبر معمول و مروج گردیده است و تا حال کاربرد دارد. الخوارزمی طرق حل 
سیستماتیک معادلات خطی و معادلات درجه دوم را معرفی نمود که از ینجا علم الجبر و اصطلاح الجبر بمیان آمد. کلم 
«لجبر» به معنی «تکمیل کردن»» «از اطراف یک معادله عین کمیت را کم کردن» و «والمقابله» معنی توزین می 
باشد که به این ترتیب «الجبر و المقابله» معنی «تکمیل و توزین» می شود. 

تعبیر دیگر الجبر عبارت از «جبیره» یا «پانسمان کردن» هم میباشد. که باز هم معنی تکمیل ناقص را می دهد. به 
عبارت دیگر الخوارزمی جهت حل معادلات پولینومی درجه دو حذف کمیت مساوی از اطراف معادله و توزین را مطرح 
کرد. پس الحبر در یک معادله عبارت از توزین و اعاده کردن است طوریکه از یک سمت معادله یک شی را حذف کرده. 
آثرا به سفت نوم عائزد گزدن ات و فع قاللہ قایس کرخن ات و کیو آن ارزیاتی می كود الچپر قسها در سای 
عتاضر که صمبول ها سرفی قوتت خملیه ها را راجع سی مایق حل سادلات و غیر مساواک ھا بخ دیکری الجر 
اق 


طریقه حل معادلات خطی و درجه دوم الخوارزمی طبق حالات شش گانه ذیل: 


مانند شکل ذیل (اگر 2 و تا اعداد ثبت نام باشند.» با مربع و ضریب و دو عملیة الجبری «عاده کردن و تکمیل» و 
دوباره به کمک «توزین یا مقابله و مقایسة کردن> معادله حل می شود. 


(مربع با جذور مساوی است) ax” = bx‏ 
(مربع مساوی با عدد است) ax” =c‏ 
(جذر مساوی به عدد است) bx=c‏ 

(مربع و عدد مساوی با جذر است) ax? +c = bx‏ 
(جذور و عدد مساوی با مربع است) رو = bx +c‏ 


به گفتة خوارزمی اگر گفته شود که ده را به دو قسمت منقسم نمائید و آن را بخودش ضرب کنیم» پس نتیجه برابر با 
هشتاد و یک برابر خودش می شود. محاسبه: 


ہے 6 ت_ 


می گویی که از 15 یک مقدار کم شده با خودش ضرب و با صد جمع گرددہ مربع همان شی و کمتر از ده برابر آن به 

علاوۂ صد می شود و این مساوی با هشتاد و یک همان شی می گردد. بیست برابر آن را از مجموع مربع آن با صد جدا 

کن و آن مساوی به هشتاد و یک برابرش می باشد. طوریکه. مربع آن با صد برابر با 101 برابرش می شود. جذور را 

دو قسمت کن» یک قسمت آن پنجاه و نیم می شود و آن را بازهم با خودش ضرب کنیم که دو هزار و پنجصد و پنجاه 

و ربع می شود و از آن صد را کم کنء باقی اش دو هزار و چهار صد و یک ربع می گردد. و جذر آن بگیر و آن چهل و 

نیم می شود. آنرا از یک قسمت جذر ها کم کن که پنجاه و نیم باشد. پس یک باقی می ماند و همین را با دو قسمت از 
دها می باشد. با طرز تفکر معاصر عدد مطلوب × یا جذر عملیه قرار ذیل است. 

(10-x) =81x 

x” -20x+100 = 81 

×2 +100 2 1 





اگر جذور معادله 7 و 4 باشند پس 0- 4ص ,502 - ٤9‏ و 


1 1 1 ۲-۵ ۲-۵ ۱ 
Pq = ,۱2550--100 <49-‏ ہے یک عبارت از: 
2 2 1 ۱ 2 2 پس یک جدر عبارت از 


1 
- 40-491 = 
Xx = 50 491 1 


است. 

خوارزمی این نوع معادلات را با کلمات و عبارات بدون کاربرد سمبول ها حل نمود. 

پس الجبر الخوارزمی عبارت از جمع کردن یک عدد با اطراف معادله» رفع و اجراات منفی مربعات و جذرها جذور می 
باشد. مثلاً شکل 4×2 - ×40 = 2× به ×40 = 5×2 مختصر می شود و المقابلة معادله عملیه با آوردن کمیت های 
مشابه بیک قسمت آن گفته ميشود. مثلا 5 + × = 14+ ”× به شکل مختصر × = 9+ ”× تبدیل می شود. 

بهمین قسم الخوارزمی برای علم جغرافیه اولین کتاب «کتاب صورت الارض» را نوشت. کلمه الگورتیم اصلاً شکل 
هسپانوی نام الخوارزمی است که مفهوم هسپانوی اش روش حسایی می باشد. یعنی همان روش حسایی که الخوارزمی 
بکار برده بود. 


بسح عاق س 





رہحساضی حنفک 2ھک ے 
مواد ممد تدریس و آموزش ریاضی 
استدلال و ریاضی 
علم شناسی ( 715/071010 ) عبارت از علم ماهیت و اشکال دانش است. بر علاوه علم شناسی» شیوۂ حصول علم و 


منابع علم (علم را از کجا حاصل می کنیم) متفاوت انده و در طول تاریخ بشر منابع مختلف برای علم معتبر پذیرفته شده 
استدلال یا منطق (عقل) و تحقیق خلاصه شده میتواند. 


یکی از منابع و مراجع دانش پھر «استدلال» است. شر بخاطر شناختن محیط و ماحول خود از استدلال کار گرفته و 
می گیرد. و استدلال به طور عمده دو قسم است. استدلال قیاسی ( ۵:07:78 1(6:61:۷۵6) و استدلال استقراری ( 


.) Inductive Re asoning 


قیاس یا استدلال قیاسی (بعضاً استدلال استنتاجی هم گفته میشود.) بر استدلال منطقی استوار است که در منطق از 
دستاورد های بزرگ ارسطو شمرده می شود. استدلال قیاسی بر یک اصل پذیرفته شده (قاعدۂ کلی) يا اصل بدیهی 
(بدون ثبوت پذیرفته شده) استوار است. اصل بنیادی استدلال منطقی طوری است که با بر داشتن یک سلسله قدم های 
منطقیء یک ادعای معتبر از عموم در مورد خصوص نتیجه می شود. مثلاً انسان فنا پذیر است. (اصل پذیرفته شدة 
عمومی) 


آرسطو السا اس کی خاصس/ 
پس ارسطو فنا پذیر است (نتیجه برای حالت خاص» از حالت عام) 

پا 

سیارات به دور افتاب می چرخند (اصل عمومی پذیرفته شده) 
زمین یک سیاره است. (شی خاص) 

پس زمین به درو آفتاب می چرخد (نتیجه برای حالت خاص از عام) 
قال رای ریا ماد قار دیل باد 

خطوط موازی همدیگر را قطع نمی کنند 

اضلاع متقابل مربعء یا هم موازی اند 

پس اضلاع متقابل مربع همدیگر را قطع نمی کنند. 


به این ترتیب این قسم استدلالء معمولا از تیوری» مشاهدوی و از کل به صورت جز بدست می آید. به عبارت دیگر 
ا ری موش ناس اا کرای کی راتس کرو کر مر های رک کی رجات سل سال خن 


_- سس سس سس سس سس سس سس 8 __ت_ 
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نمونه های استدالال قیاسی شده میتوانند. مشکل استدلال قیاسی اینست که باید از قبل یک قاعده کلی موجود باشد. و 
سوال این است که چنین قاعده کلی از کجا بدست می آید. 


استقراء با استدلال استقرایی 

قبلاً در مسایل احصائیوی و حل آنهاء راجع به استدلال استقرایی بحث بعمل آمده و یک تعداد مثال های مطرح شده اند 
و خواهند شد. استقراء در لغت از جز به کل رفتن است و در اصطلاح عبارت از استدلال کمیت های حالات مختلف 
بوسیله یک ست آزمایش ها و نتیجه گرفتن از آن است. معنی استدلال استقرایی اینست که ما از یک جمعیت بزرگ 
"کل" یک نمونه اتفاقی (جز) را مطالعه می کنیم و اوصاف همان جزء به تمام جمعیت (کل) تعمیم داده می شود. 
سانش خن دا یت کف قران کی سر اه ان رای ماد ہے فا شام حا اا ار 
استدال استقرایی کار می گیرند تا که از کمیت های جمع آوری شدہہ نتیجه گیری نمایند. 

استدلال استقرایی ممکن است به یک (قضیه) یا ادعا منتج شود. قضیه عبارت از ادعای است که حقیقت داشته باشد. 
مگر صحت و عدم صحت آن به اثبات نرسیده باشد و میتواند صحیح پا غلط باشدہ به عبارت دیگر پذیرفته شود یا رد 
گردد. استقراء یا استدلال استقرایی بر خلاف استدلال قیاسی از مشاهدات به تیوری و از جزء به کل ارجاع می گردد. در 
نتیحه استدلال استقرایی از روی نمونه های مشاهدوی, شاید یک قضیه یا فرضیه بدست آید. نمونه های آن را در 
احصائیه و در حل مسایل خواهید دید. 

استدلال استقرایی در زندگی واقعی جهت ساختن قضیه یا فرضیه بسیار مفید است ولی گاه گاهی مشکل آفرین میباشد. 
مفلا بعضی اوقات از آزمایش های زیاد لابراتواری و مطالعه حالات به کمک استدلال استقرایی ثابت می شود که یک 
دوا طور کامل مامون است» یعنی خطرات و عوارض جانبی ندارد. اما بارها اتفاق افتاده که بعداً از مدت زمانی همان دوا 
خطر ناک و مضر ابت گردیده است. این گویای حقیقی است که برای ساختن یک قضیه. باید آزمایش های حالات 
بسیار انجام گردد تا صحت آن تضمین شود. 


مسایل ریاضی و استراتیژی حل آن 

ها کل ال اعات اقاسی رافی سی را ار اتو ار ی الام کی ی او می 
ات و قاید برای اکان ا رابت جات غالی سی اف مین سای عا عل کون مال همات 
ااا ات که رهگ یی ام کته ود و کر وا سوال کان سارہ رکه می نله و 
طوری پنداشته می شود که استعداد خاص را ایجاب نماید. در حل کردن مسایل. شاگرد یک هدف دارد مگر به وسایل 
نیازمند است که این هدف را بدست آورد. پس برای شاگرد مهم است که در تدریس استراتیژڑی هم درس داده شود. 
ستراتیژی حل مسایل در تدریس, آموختن استراتیژی خودش هدف نیست بلکه طرق و روش های است که دانش آموز 
مسایل را حل کرده میتواند که هدف تدریس می باشد. یعنی در حل مسایل» ستراتیژی آن باید آموخته شود. 

آن معلومات دریافت کنید می توانید به آدرس ذیل مراجعه کنید. 


ریاخضی حنف دف مہرم 


Billstein ۰. Libeskind S., Lott J. W. (1990). A Problem Solving Approach to 
California: Mathematics for Elementary School Teachers 
Benjamin/Cummings Publishing Company, Ltd. 

در تمام نصاب های تعلیمی جهان» حل کردن مسایل عبارت از نقطه تمرکز نصاب است. مبتنی بر این واقعیت حل 
قرو سابل ریاضی عاف انی کسام غازے دای وباشیکی می ادد 

تجارب و مشاهدات نشان می دهند که بسیاری اوقات یک تعداد جوانان ممتاز که بعد از فراغت از پوھنتون,ء نتایج بلند 
کدری را بدست می آورند در نهاد های تحصیلی به حیث استاد مقرر می شوند تعضا تضصور سی۔ کنند. و ادعا دارند که 
(رشته من ریاضی. بیولوژی یا پیداگوژی است و من مسئولیت ندارم که در رشته دیگری بفهمم. این روش میتواند یک 
ضایعه بزرگ تعلیمی پنداشته شود زیرا آموزش دوازده ساله و سه یا چهار سال تحصیلات دوره لیسانس, باید هر کس 
این اهلینت را کسب تموده ناشد که لا اقل مسابل شیادی, را داد و لباقت آترا داشته باه یک علت اساسی این مشکل 
عبارت از تدریس مجرد مضامین مکاتب می باشد. یعنی ذھنیت تدریس طوری است که» حین درس مضامین از همدیگر 
جدا پنداشته می شوند و دانش یک مضمون در سایر مضامین مورد استفاده قرار نمی گیرد. عامل دیگر ممکن است این 
باشد که تدریس, معمولاً در مرتبه اولء یعنی (مرتبه کسب دانش) اکتفا می شود و سایر مراتب عالی آموزش (درک و 
عملی کردن؛ تحلیل کردن» ترکیب و ارزیابی کردن) کمتر توجه می شود. مثلاً رابطه بین حجم و کتله اجسام (که نسبت 
آن کثافت گفته می شود) را فارغان رشته فزیک خوب بداننه مگر این معلومات یا اینکه مفهوم اساسی است برای 
فارغان سایر رشته های حتمی پنداشته نمی شود و عدم دانستن خود را فوری چنین توجیه می کنند. (رشته من فزیک 
نیست) بهمین قسم می پرسند که (پانزده لیتر خون بدن انسان چقدر کتله دارد) باز حتی برای فارغان رشته فزیک دشوار 
باشد و بعضی هم به کلی سوال را مربوط علم نمی دانند. این قسم مشکلات تنها در کشور ما نه بلکه در نظام های 
تعلیمی تمام جهان دیده می شود. دانشمندان تعلیمی سعی می کنند که راه های حلی مشکل را پیدا کنندء تحقیقات 
نشان می دهد که علل این مشکل فقط از راه تدریس رفع شده میتواند. اگر در وقت تدریس تلاش گردد که ضمن حفظ 
فورمول هاء بر مفاهیم و معنی آن ها تاکید شود و اینکه در ماحول و محیط خارج صنف چگونه از آن کار گرفته می شود 
چه خواسته شده» چگونه معلومات از حل مسئله» مفید است» کدام درس با من کمک کرده میتواند و بالآخرہ تا حدی 
تاکید بر استفاده از موضوع صورت گیرد. استراتیژی حل مسایل تدریس و آموزش از یک طرف در حل مسایل کمک می 
کند و از طرف دیگر طرز تفکر سیستماتیک را تشویق می نماید و باعث تقوبت فکر کردن منظم می گردد. 

در بحث آینده سعی بعمل می آید که در ارتباط حل مسایل» تعدادی مفاهیم استراتیژی حل با مثال های جالب معرفی 
گردد. 

یک مسئله وقتی وجود دارد که کسی برایش جواب تهیه شده نداشته باشد و طریقه آماده حل آن بدسترس نباشدء 
برعلاوه مسئله برای کسی یا مرجعی مشکل آفرین مورد حمایت باشد. در اکثر کتب ریاضی سوال ها طوری مطرح می 


شوند که موازی با محتوای دروس که تفکر و تکرار اضافی را هم باعث گردد. این گونه مسایل برای بسیاری دانش 


نےسسےت سب سسچں ےج سس ۶ وی 


e TO 


مثال فوق برای شاگردان صنف هشتم یک تمرین است و اما برای اکثر شاگردان صنوف دوم مسئله است. در کتب 
مکتب اکثر سوالات شبیه مثال های ذیل (بخش سوالات آن) می باشد. 


مثال: سوال: حجم یک جسم 5 لیتر و کثافت آن ۸9/1 0.9 (کیلوگرام فی لیتر) است. کتله آن چند است؟ 
این نوع سوال جهت حل همین قدر کافی است که شاگرد فورمول کثافت را بداند (کثافت = کتله بر حجم یا = ظ . 


به این ترتیب» چنین سوالاتی فقط برای تمرین فورمول مفید است اما برای درک مفهوم کمتر کمک مینماید. جواب 
دهنده, فورمول را بیادش می آورد تا جواب را آماده کند. اما اگر این سوال به قسم دیگری مطرح شود میتواند جواب 
دیگر آموزش (درک کردن,ء استفاده در مسایل عملی» تحلیل و غیره) خوب تشویق و تقویه نماید. 

مسئله: در یدن انسان تقریباً 5 لیتر خون است آیا گفته می توانیم که کتله آن چند کیلو گرام خواهد بود. 

در این صورت شاگرد تشویق می گردد که رابطه بین کتله و حجمم اينکه چگونه معلومات داده شده. دیگر چه به کار 
است؟ از کجا پیدا شود. باعث و سایر راہ های حل کدام انده و بیشتر در مورد آن فکر کنید. به این ترتیب مسایل آموختن 
شاگردان و جواب مختلف ان می گردد. در این نوع مسئله شاید شاگرد بداند که کنافت خون داده نشده و از جای دیگری 


یک مثال دیگر: سوال شعاع یک دایره 6400/6771 = ۲ است. محیط آن را پیدا کنید. 

این سوال هم مانند سوالات معمولی کتب درسی و تمرین فورمول های ریاضیکی می باشد و فقط آموختن نظری 
فورمول ها را تشویق می نماید. این سوال بحیث یک مسئله قرار ذیل نیز مطرح شده می تواند. 

مسئله: اگر شعاع کره زمین 6400171 = ۲ باشد» طول خط استوا چند کیلومتر است؟ 

جهت حل این مسئله بايد بدانیم که درین مسئله چه خواسته شده (طول خط استوا) کدام معلومات داده شده (فقط شعاع 
کره زمین)ء به کدام معلومات بیشتر ضرورت است (اینکه خط استوا - دایره ایست که کره زمین را احاطه کرده و اینکه 
طول خط استواء یعنی دریافت طول دایرہ عظیمه که همانا خط استوا است) و بالآخرہ اينکه بین محیط و شعاع دایره چه 
رابطه ای موجود است. 

در ریاضی استعمال فورمول هاء اهداف خودش را داردہ اما ممکن شاگردان جهت حل این قسم تمرین ها با مسایل روبرو 
نشده اند و کفایت حل این گونه مسایل درآن ها انکشاف نکرده باشد. 

استراتیژی حل مسایل 

جورج پول (1986-1887) یک ریاضیدان امریکایی هنگری الاصل در کتاب خود راجع به لذت حل مسایل می 
شده برای شما شاید بزرگ نباشدہ اما اگر کنجکاوی شما را تحریک کند و اگر وسایل ابتکار و ساعت تیری تو را ترغیب 
نماید و اگر به وسایل خود آن را حل کنی» پس لذت کامیابی از راہ کشف را احساس می کنی. 
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ریساضی حنف دف مہرم 


جورج پولیا جهت حل مسایل» پروسه چهار مرحله ای را طرح و پیشنھاد کردہ که جزئیات آن قرار ذیل است. 
1 درک مسئله 
0 آیا مسئله را در زبان خود و عبارات خودش بیان کرده میتوانی؟ 
8 تلاش پیدا کردن چه چیزی را داری و با چه می خواهی بکنی؟ 
€ چه چیز نامعلوم است؟ 
7 از مسئله کدام معلومات به دست می آید؟ (کدام معلومات در آن داده شده؟) 
٥‏ کدام معلومات ناقص است؟ 
اکن لاروحل موا 
درینمورد استراتیژی های فهرست شدہ ذیل بسیار مفید اند. 
2 علایم و نشانه های مشترک در آن را به بینید 
8 مسایل مشابه را آزمایش کنید و به بینید اگر عین روش در کار باشد. 
یک مسئله ساده و مختصر را از آن در نظر گیرید» ممکن است کمی روشنی برآن انداخته بتوانیم و جرقه 
حل را درآن پیدا کنیم. 
یک جدول یا گراف برایش بسازیم. 
یک معادله برایش بنویسید. 
حدس بزنید و آزمایش کنید. 
دوباره آن را برعکس حل نمایید. 
3. عملی کردن پلان طرح شده 
0 استراتیژی های محتوای قدم دوم فوق الذکر را عملی کنید و محاسبات لازم را انجام دهید. 
5 هر مرحله پلان را امتحان و ارزیابی کنید. 
» کار خود را طور دقیق ثبت نمایید. 
4 ارزیابی (بازیینی؟) 
8 نتایج بدست آمده را در اصل مسئله امتحان نمایید. 
8 حل خود را در روشنی اصل مسئله تعبیر کنید (یعنی چه؟) 
٥‏ تحقیق کنید که آیا روشی دیگری هم برای حل مسئله وجود دارد؟ 
0 در صورت امکان مسایل مشابه و جامعتر را تعین کنید. طوری که برای شما درینمورد کار آمد باشد. 


با ها بت 6 = 


شمرده می شوند. 
وظیفه معلمان و مخصوصاً معلمان ریاضی اینست که برای شاگردان خود تا حد ممکن مسایل زیاد و متنوع را بدهید و 
سط او ھا سال ال فان 


بسس تست ار و یتح 


در کتاب های درسی سابقه نظام تعلیمی» مخصوصاً کت مہ استراتیژی حل قضایاء یک نوع شکل مدنظر بود که 
دران اول (قضیه) بعدا (مفروض) باز (مطلوب) و بالاخره (ثبوت) طرح می شد. 

این میتواند یک استراتیژی چهار مرحله ای پولیای تعبیر گردد. 

درینجا (قضیه) مسئله یا سوالء مطلوب توضیح مسئله که چه خواسته شده» مفروض پلان حل و بالاخره (ثبوت) عملی 
کردن پلان و حل مسئله است. 

استراتیژی چهار مرحله ای حل مسایل در قدم دوم در مسئله علامات (رموز) جستجو می شود. علاوه برآنکه بسیار مهم 
بدانند و از آن استفاده نمایند. 

جستجوی نشانه هاء علایم یا عروض در مسایل 

در استراتیژی حل مسایلء جستجوی علایم و زموز مکاشفات بسیار مهم است. در حل مسایل ساینسی و ریاضی» 
وجوهات مشترک و علایم آن هاه جستجو می گردد. ممکن است این نشانه ها راه حل را پیدا کند و یا نه. 

استدلال کردن بر پایه کمیت های به دست آمده از یک ست آزمایش ها و نتیجه گیری بر اساس آن را استدلال 
استقرایی می گویند. استدلال استقرایی میتواند به یک قضیه یا ادعا منحر گردد. قضیه نیز یک بیانیه است که درست 
پنداشته می شود. اما صحت بودن آن ثبوت نشده باشد یعنی میتواند قبول و یا رد گردد. یعنی ممکن است قضیه ای که 
به روش استقرایی اثبات گردیده» توسط یک (مثال نقیض) غلط ثابت شود. مثال ها ذیل را در نظر می گيريم. 

مثال اول: از ردیف اعداد ذیل سه حد بعدی را دریافت کنید. 

12.۰ ۱ ۰ 





تفاوت دو حد متعاقب شاید 3 و حدود بعدی 4 باشد به همین قسم تا آخر. پس میتوان ادعا کرد که ردیف داده شده 


عبارت است از 
2 ,8 46 ,2 ,1 


این مثال نشان می دهد که معلومات داده شدہ میتواند زموز دیگری نیز باشد پس باید قبل از نتیجه گیری به دقت 


بررسی شود. 


1 ۶ LEE 


حل: دیده می شود که در ميان هر دو مربع» دو مثلث حادالزاویه واقع است. پس گفته ميتوانيم که حدودی بعدی نیز به 


¢ 





-- سس سس سس سس سس 13 _______ت_ 


مثال دوم: مطابق شکل ذیلء روی محیط دایره تعداد نقاط را تعین می کنیم و آن ها بهم وصل می نماییم پس داخل 
دایره به ساحات مختلف تقسیم می گردد. 


ی 


یھ بے ۵ 


تعداد دوازده نقطه. داخل دایرہ را به چند قسمت تقسیم خواهد کرد. به صورت عموم برای 71 نقطدء تعداد انقسام چند 


است. 
ارقام مشکل فوق در جدول ذیل تنظیم شده اند دیده می شود که با اضافه هر نقطه تعداد ساحات قبلی دو برابر می 
قرف اکر این ر درست اف یں برای 5 0ط 716 2 ساجحد و وای 6 قظه 92 با 2 اعد دست ہے آد 
بهمین قسم ادامه می یابد. یعنی در هر مرحله دو به توان یک واحد کمتر از ترتیب موقعیت آن حاصل می گردد. 

N ۶۶۶ 12 . 6 5Š 4 3 2 شمار نقاط‎ 

تعداد ساحات 2=21 4=22 8=23 
اکر کل یی اا انم رد مره فرمسی از 12 له 2 کے 2048 ساعة ره دی فی اید و بضورتث 
وم تاش اد براحات ٠‏ 2 می باقدد سس رس که به 16 ساد پنے 2 اک خیل) امت اغات 
قبلی ثابت مینماید. هرگاه واقعیت را در یک قدم بعدتر جستجو کنیم. 


عملاً از شکل 2 دیده می شود که ساحات 1 است و این ادعای 32ے 27 دو تر پس این مثال ادعای را که 


بر اساس آن '٭2 ساحه اقا ماش تو عم ا ا تھ,+-اسنوحمت 
نیست. و این نتبجه در مقابل نتیجه دیگری اولی حیران کننده است. 


مثال فوق مارا متوجه خطراتی می سازد که فقط در اثر آزمایش های محدود به وجود آیند. 
باید بدانیم که 7 نقطه روی محیط دایرہء تعداد ساحاتی مطابق فورمول ذیل می سازد. 
(1ر... را3ر.. ,1,2,3,4 = (n‏ 


سس سس سس سس سس سس سس سس 14 .ا 


n(n-1)(n-2)(n-3) 
24 


+ +1 


n(n-¬-1) 
2 

مثال ترادف حسابی ( تصاعد حسابی) 

دریک ردیف حدودش طوری اوضیح می گردد که به ترتیب عددی مینوسیم یعنی اولء دوم» سوم» وغیره 

اگر هر حد با جمع کردن حد قبلی رس یک عدد معین بدست آید این تصاعد را تصاعد حسابی می گویند. 

مثال: درشکل ذیل رموزی را پیداکنید که در آن تعداد سیخ های گوکرد دریافت گردد. 


ہے وی مه | با ILI IL EI‏ 


۱ 13 1 7 
حدود ردیف: 7 
3 


تفاوت: 
اگر درین ردیف این صفت ادامه یابد بايد تعداد حدود بعدی 16ء 19 و 22 باشند. از شکل واضح است که در هر حد 


سه سیخ نسبت به حد بعدی مورد ضرورت است. 


زمانی این روش مفید است که دریک ردیف» حدود ان یکی پی دیگری پیشبینی شده بتواند. جهت دریافت چنین کیمیت 
های ساختن جدول کمکی وسیله مفید است. 


در جدول ذیل شمارہ حدود 9 تعداد عناصر تنظیم گردیده است. 


1.:3+4 > 3+4 >7 


23+4 - 3+3+4 -0 
33+4 -3+3+3+4 =3 





اکر به نول فرق نظر اناز ھریک از دود تست به خد یل اش 3و اه کت استه لا خد دوم گت به جح 
اول 3 و حد سوم دو دفعه 3 و حد چهارم سه دفعه 3 و پهمین قسم ادامه میابد. پس حد دهم 4+3۰9 یا 31 و حد 
صدم 4+3۰99 یا 301 می باشد. به این ترتیب روش پیش بینی حدود یکی بعد از دیگری بدشت آمد و بنابرین 
تعداد حد 7 ام عبارت از 1(3- ۸) +4 است. 
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ریساضی حنف دف مہرم 


بعضی از شما از نظر الجبر شاید این مقدار را 37+1 بدانند که معادل 1(3--71) +4 است. به این ترتیب ردیف حد 
شرطی که قیمت یک جد داده شده باشد؟ مغلا اگر قیمت یک حد 1798 باشد. شماره حدود نعین می کنیم 


8ھ 1(2-م) +4 
و 4 -=1798-4= (n-1)‏ 
1794 
پس: 598 = وہ = 1 - 1 


n= 9‏ 
سایر مسایل مربوط در کتب مکتب و جود دارند. 


یادداشت: سوال فوق معمولا در تدریس مروج چنین مطرح می گردد. 


حد اول یک تصاعد حسابی 4 و تفاضل مشترک آن 3 است حد صدم ان را دریافت کنید. 


درسی کتب می باشد. اما به 5 ۹ که فوقاً بحث بعمل آمدہ دریافت فهم»عملی ساختن» تحلیل مسئله» کاربرد تحلیل 


و ترکیب مسایل مختلفه ارزیابی حال ها و تعین حل مناسب در آن مطرح می شود. به این قسم نه تنھا یاد اوری 


در تدریس مروج تا حد ممکن در اموزش دانش لازمی را تشویق مینماید. 





عملیه استعمال حل مسائل: 

جمله ذیل را بخوانید 

مانده است؟ 

جواب سوال فوق این است که هیچ پرنده دیگر باقی نمی ماند. متوجه می شویم که اگر سوال را درست درک نکرده 
باشیم این جواب را ارائه داده نمی توانیم. 

طوریکه قبلا گفتیم پروسه چهار مر حله ای حل مسائل, مفید بوردن کار را تخمین نمی کند مگر روش حل سیستماتیک 


مس _________ 1 ت_ 


مرحله اول: درک مثله (سوال) 

درک مسئله تنها مهارت خواندن نه بلکه دانستن انیکه چه خوااسته شده؟ کدام معلومات داده شده؟ کدام معلومات کمبود 
و کدام غیر ضروری است؟ 

مثال های ذیل را در نظر به گیرید. 


سلام و صالح در دوروس کورس عقیدهوی غرض شمولیت رفتند. فیس کروس برای یک نفر 100 افغانی بوده سلام 
نوت پنجصدی را داد وسه صد افغانی را دریافت کرد. در ساعت ده ونیم» در کانتین کورس, صالح دو قطی جوس هر 
کدام 10 افغانی دو ببسکویت هر یک 5 افغانی گرفتند. ایشان 15 کم 12 بجه از کورس بیرون شدند. بگوئید مصرف 
جوس ایشان چندبود؟ 


در متن فوق مطلوب واضح است ما مطالب غیر ضروری نیز درآن وجود دارد. 

فقط معلومات مهم در آن قیمت جوس 10 افغانی است اینکه دو جوس خریده پس مصرف 20 افغانی می شود. 
مثال: عیدل فطر در اول ماه و عید اضحی در دهم ماه می باشند. بگوئید در بین این دو عید از روز اول چند روز است؟ 
درین مثال معلومات غیر ضوروی نیست مگر اضافی محد نیاز وجود دارد. 


چند روز می باشند. بالاخره اينکه مفهوم (در ميان دو عید) یعنی چی؟ 


در ریاضی اصطلاح ( در میان) مشمول نیست» یعنی روزهای اول عید فطر و عیداضحی در ان شامل نمی باشد. پس این 
دو روز شامل روز های (در میان) نمی شوند. 


مرحله دوم: ساختن پلان حل مسئله عبارت از استراتیژی حل مسئله می باشد که در حل آن کمک کرده بتواند. در 
حل سوالات چه پیشنهاد های شده نمیتواند. در حل مسئله دانستن استراتیژی های مختلف مفید بوده ميتواند. 


استراتیژی یک قرع وسایلی است که در حل مسئله باشد و درک حالات عمومی را تقویت می نماید به استفاده متل 


اگر کسی را یک روز یک لقمه نان داده باشی» روزی تورا سیرمی کند 

اگر به کسی یختن یک لقمه نان را بیاموزی, در تمام عمر شک تورا سیر می کند. 
مرحله سوم: طرح ساختن پلان شده 

درین مرحله عملی ساختن استراتیژی انتخاب شده است. 

اگر یک استراتیژی پیش بینی شده کارندهد باید در جستجوی دیگر بود. 


درین مرحله با اجرای تعدادی عملیه های حسابی و الحبری ء حل مسئله جستجومی گردد. 
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مرحله چهارم: ارزیابی: 
مسئله را صدقه می کند. بر علاوه باید توسعه حل مربوطه را نیز مطرح کنیم و به بینیم که راه های دیگری برای حل 
نیز وجود دارند یاخیر؟ دربسیاری موارد توسعه حل» از اصل حل خیلی جالب می باشد. 
مثال خای چند استراتیژی حل مسائل ص20 
هنگام حل مسائل» شاگرد یک حرف دارد که باید ان را بدست ورد اما شاید شاگرد وسایل حصول آن را نداشته باشد. 
استراتیژی حل عیارت از افزار و وسایلی اندکه جهت براوده شدن هدف کمک نماید. یک تعداد با استراتیژی های با مثال 
توضیح گردیده اند. 
1. ملاحظه رموز مشترک یک پدیده 
در صفحات قبلی, در مثال های ردیف هاء رموز مشترک را بیان کردیم» درینجا باز هم به خو مشابه به جستجو دوام 
می دهیم. 
مسئله اول 
0 را محاسبه نمایند و تصورمی کردکه شاید مجموع شاگردان مدتی مصروف شوندہ اما گاوس فوری جواب را ارائه 
داد. شما نیز میتوانید جواب بدست ارید. 
1 درک مسئله: اعداد طبیعی عبارت از 21 4.3 اند 9 خواسته شده که مجموعه 0+ .۰۰۰+ 1+2+3 را 
بدست ارید. 
2 طراحی پلان: یک استراتیژی ممکن عبارت از ملاحظه رموز نشان ها است. 
اگر دقت کنیم که در ردیف 2+99,3+98,۰۰۰,50+51 ,1001 پنجاه جوره عدد وجود دارند که مجموعه هر 
9+0 98+9+..1.+۶0+51+...+1+2+3 
3. تظبیق پلان: طوری که دیدہ می شود مجموعه مطلوب عبارت از مجموع پنجاه دفعه عدد مساوی 101 می 
باشد» پس این مجموعه 50 0-(101) 0 است. 
4 ارزایابی: طریقه فوق درست ایك زیرا مجموع پنحاه دفعه 101 مساوی به مجموع مطلوب می باشد. حال 
برای هر عدد طبیعی 71 مجموعه عددی 
n =?‏ + “°+ 3 24 4 1 
بحیث سوال مطرح می کنیم. باز هم طبق الگوی قبلی مجموعه از موضوع را در نظر می گریم. 


u. 18 سس‎ _________ 


1+ 2+ 3+ .. + )-2( + (n-D+ n 
که درینجا ۸ یک عدد جفت می باشدہ بنابرین مشابه حالت قبلی مجموعه فوق عبارت است از مجموع ج عددکه‎ 


n(n +1‏ 
هرکدام 7+1 می باشند. پس مجموعه مساوی ر تھی ا ی پاز هر ین ورول دق می 


کند؟ این سوال جهت فکر کردن به خود شما واگزار می شود. 


2 استراتیژی جدول سازی: برای حل مسائل» ساختن جدول یک استراتیژی تطبیق و مهم می باشد. یک جدول 
میتواند جهت خلاصه کردن کمیت ها (معلومات) بکاربرود و یا ازین سبب ساخته شود که رموز مشترک اعداد 





دران به مشاهده برسد و همچنین در جدول میتوان تمام حالات ممکنه را مشاهده نمایم. 
3. مسئله دوم: مثال قبلی را که مربوط ردیف (تصاعد) حسابی و مجموع آن بود در نظر می گیریم و میخواهیم 
حل آن را تعمیم دهیم. در تصاعد حسابی عنصر اول ۸ و تفاضل مشترک 7 مدنظر است. میتوانیم دقیق 


خواهد بود. 





۱ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


a+ (n—~T1)d 
۹4 طوری که از جدول به مشاهده می شد مجموع 7 عنصر مسلسل تصاعد حسابی با حداول 4 و تفاصل مشترک‎ 
۸4, = عبارت است از 1(4- )+ ه‎ 
4 قرف ی که ا( 25 ا2 1317 .ے, ٤اط او ای ر قافن رف‎ 
باشد» پس 7 حد حد ا7 ام آن عبارت است از‎ 
An = a+ (n -1)d = 5 + (n - 1)4 = 5 + 4n - 4 = 4n + 1 
مثال: اگر در یک تصاعد عدد حسابی حد سوم 13 و حد سی ام 121 باشد حدود اول و دوم آن را تعین کنید.‎ 


س ےس س وو ا 


ریاخضی حنف دف مہرم 


می کنیم. 
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حد سی ام تصاعد عبارت از ]+ 13 باید باشد چون چهارم 13+4 می باشد پس حد بنجم آن 13+20 خواهد 
بود در تصاعد 4 های آن از نمبر حد سه واحد کمتر می باشدہ بنابرین حد سی ام آن (13+2740) می باشد و حد 
1- 277 +13 
یا: 108< 270 
پس: 4 < 0 
3. استراتیژی نوشتن یک معادله 
این استراتیژی در حل مسایل الحبری مورد استفاده قرار می گیرد. جهت دریافت حل مسئله باید معلومات داده شده را در 
قالب سمبول ها و توضیحات کیمت ها ارایه کینم مثال ذیل را به بینید. 
مثال: یک معلم به شاگردان گفت که: یک عدد را در دلی خود انتخاب کنید یا عدد مذکور 15 را جمع کرده و مجوعه را 
با 4 ضرب ازان 8 را تفریق نمایید و متباقی را بر 4 تقسیم کنید از همین خارج قسمت 12 تفریق کنید و عدد باقی 
باقی 4 بمن نشان دهید و من بشما می گویم که کدام عدد را در دلی خود گرفته اید. 
حل: برای انیکه مسئله را تحلیل کنیم و ببينیم که چگونه عدد دریافت می شود معلومات داده شده را بح دستور های 
الجبری تبدیل می کنیم. 


ور سے 


(جدول دیل) 


۰ 


یک عدد را در دل بگیرید 
5 را باآن جمع کنید | دد 15 با 11 جمع می ود 


مجموعه را به 4 ضرب کنید ! کفند شذه مجموعه اخیر با 4 ضرب 


از عدد بیدت آمده 8 کم کنید تفاوت ا شود 
اخیر را بر 4 تقسیم کنید از خارج | از حاصل هشت تفریق گردد 
تشم 12 که یه ایعنی 18 - (15 +4 )بر 4 
جواب را بگوئید | تقسیم شود 
رخ قسمت 12 تفریق می 


4(n + 15) 


4(n +15) - 8 


4(n+15) 1 


8 
12 





eee | 


4 
4(n+15)—-8 


اگر حل کنیم داریم که 
(15+ )4 
4 


7+1 < 12- 
بگوئید که از کجا می داند که عدد مطلوب چند است؟ 
تعدادی جمله ها و عبارت های زبانی که در سوال های عبارتی که معمولاً به کارمی آید با سمبول های آن در جدول 
دیل داده شده. 


از به اندازه 11 بزرگتر 


دو برابر مجموعه 0 و 11 


معنی الجبر اینست که یک وزن را از یک پله ترازوی متعادل برداشته و آن را از سمت دیگرش کم کنیم. حل الجبری» 
جز از حل معادلات و نامساوات های می باشد. 
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نماید. 
جهت حل معادلات از توازن پله های ترازو کار گرفته می توانیم. مثلا1 = 3-14 علامت مساوات نشان می دهد که 
هر دو طرف یاهم متوازن می باشند از ر پله ترازو 14 را به سمت دوم می اندازیم شکل اول ص25 


باز هم توازن برقرا است. برای دریافت × به دو سمت طوری عملیات انجام می دهیم که مساوات بر هم نخورد این 
عملیه را تا زمانی ادامه می دهیم مه در یک سمت × باقی مانده شکل اخیر ص25 


الحبر در حل مسایل زیاد کاربرد دارد. در صنوف ابتدایی مسایل ساده باید تقویت شوند تا شاگردان باید تمرینات یا سطح 
پایین را انجام دهند تا که تدریجاً بتوانند مسایل لازمی پچیده را حل نمایند. 


مودل ذیل حل مساید را ساده می سازد 


به 3 تقسیم نمایید 
س سم 17 ناد 


3x-14+14 = ۱ 1+14 3x 2 ۳ 


r 


اسکریم و9 فقانی بسکویت گرفت 


مص ف 2۰ , حند است 





حل ریاضیکی: تحلیل سوال عبارتی: ذبیح الله 
10+5=5 5 فان مضرف کرد 





e O 


می دائیم که: 7/1 50= 1ء ۰1۱-100107۷۱ 130۸5771 = ای 
و d=v٠t‏ 

چون موتر ها بطرف همدیگر جز یک می کنند و عین مسافه را به زمان ا 
طی می نمایند. پس بعد از زمان : 


از کابل تا گردیز 150/6771 راہ است اگر یک موتر با 
سرعت 5001/1 از کابل و یک موتر با سر عت 
0 از گردیز بسمت همدیگر حرکت کنند 
ےت ۲۶ + ۷,۰ ے d‏ 


= (VP +۲۶ 


بعد از چه زمانی به هم می رسند. 


پس: 
(100Km/ +50۲‏ = 150/57 


15007-07۲ این دو متر بعد از یک ساعت 


باهمدیگر می رسند. 
ازینجا 


130 ےھ‎ 
150 Km/h 





توچه: در ورق قلمی نوشته شده (در همین صفحه چند سطر زیر شکل آمده ترجمه نشد). 
در قدم دوم.یعنی طرح پلان. معلوم و مجهول داده شده که انرا به معادله یا غیر مساوت تبدیل بايد کرد. 
در قدم سوم یعنی ارزیابی» که حل بدست آمده را در اصل مسئله تتعبیر و چک می کنیم 


خالد و زینب به 22500 افغانی لوازم خانه گرفتنده 4500 نقد راختند و باقیمانده آن به 8 قسط ادا می کنند. بگوئید 


که در هر قست چند پرداخت نمایند؟ 
حل: 
1- هر قسط ص فرض می کنیم: 
تمام قسط ها = 87. 
قیمت تمام لوازم 4500-27 
2- حال معادله را می سازیم: 22500 = 8۲+4500 


3 اون عد کل ورا غل سی تما 


ہے۔ے۔ےجت یو جب شر رر ا ہج 


ریاخی حنف تام 


8P + 4500 - 4500 = 22500 -0 
۲7ص8‎ -2- 0 


4 استراتیژی ساختن دیاگرام (ارایه گرافیک): 

می گویند که یک تصویر از هندسه لفظ بیشتر ارزش دارد. این گفته برای حل مسایل اهمیت بشتر دارد. اشکال در 
غیت کرت سابل وروی ہے ند نار گر سابل گر مه که اقکال کک سی کل ال دنل ,اکر کار کی 
گریم. 

مثال: تعداد شاگردان صنف دهم یک مکتب 20 نفر است. در روز اول شورع مکتب همه باهمدیگر جور پرسان می 
کنند. اگز هر گنام با هر هم صنفی خود» یک دفعه دست بدعد تماما چند دست دادن انجام می شود؟ 

قدم اول: (درک مسئله). تماماً 20 نفر است. دو دو باهم دست می دهند اگر هر کدام فقط یک دفعه با هم صنفی اش 
دست بدهد» پس بگوئید چند دست دادن انجام می شود؟ 

قدم دوم: یک طریق این است که 20 نفر است استاده کشیم و تعداد دست دادن ها را ہشماریمء این روش است. مگر 
میتوان راہ های دلچپسی دیگری را نیز جستجو کرد یکی ازین راہ ها ترسیم دیاگرام است. میتوانیم دونفر را مثلاً ۸ و 
8 در انجام ها (یک خط مدنظر گیریم و بهمین قسم برای 3ء 4ء 5 دست دادن اشکال ذیل مطرح می شوند. 


B B ۲0 0‏ 
ء-ص ۰ء2 
E‏ 4 2 04 4 
)ج( (ب) (الف) 

بعد از رسم یک خط مستقیم بین هردوء نقطه کافی است» طبق شکل برای نفر دست دادن می بینیم که 4 با چهار 
نفر 9,8 0,٤‏ و 2 دست می دھند(4 دست دادن) بهمین قسم 8 نیز با 4ء 8» €» و ٤‏ دست می دهد (4 
دست دادن) بهمین قسم برای هر نفز چهار دست داوخ سکع می راقف ہس تماما 5 = 20 می شود. 

امادمی بینیم که دست دادن بین هر دونفر, دودفعه تکرار می گردد (4 با 8 و واپس ۶ با ۸ دست دادن). پس 
حالت درست این است که تعداد دست دادن های فوق بردو تقسیم گردد یعنی 2-0 می شود این روش برای 
تعداد افراد صدق می کند. 


قدم سوم: به این قسم دیدہ می شود که دست دادن های 20 نفر عبارت از وو 20217 دفعه اتفاق می افتد. 


/ 4 / 7 سے کس سس ٹس 


قدم چهارم: (ارزیابی) اگر به بینیم که برای یک نفر هیچ دشت دادنی در کانیست اگر دو نفر با شند فقط یک دست 
دادن و برای 3 نفر یک با دو نفر دست دادن علاوه می گردد یعنی 3 دست دادن می شود. یعنی 3 <1+2دست 
دادن بهمین اگر چهار نفر باشند یعنی سومی با هرسه نفر دست می دهد پس جمعا 6 = 1+2+3 دست دادن موجود 
می آید و بهمین قسم برای 5 نفر 10< +3 + 1+2 دست دادن ایجاد می گردد. 


باشند. 


تعداد دست دادن ها 





1+2 +3+4<10 


جهت محاسبه» دست دادن ها درین محموعه میتوان از فورمول گاوس استفاده کنیم یعنی 
20x19 - 10‏ 
2 





= (9[+...+2+3+4+م 
پس تعداد تمام دست دادن ها 190 می شود. 


در روش استراتیژی حدس و ارزیابی» اول تا حد امکان بایک حدس منطقی یک حل پیدا نموده» بعداً ارزیابی می کنیم 


در حدس و ارزیایی ممکن حدس بسیار اتفاقی نه بلکه یک گمان مستدل و منطقی می باشد. 


مثال: بین هر یک از دوایر فوق» طور اتفاقی اعدادی از 1ء ۸2 43 و 5 را بنویسید که مجموعه های عمومدی و افقی 


ان ها با هم مساوی باشند. 


تدم ال ریک نخان یکی از اطاد 51ا د را کور سس م که یک خط اققی ان مد غاا و خط خمودین 


ان با مجموعه عین جز در نظر می گریم. ںَ 
قدم دوم: اینجا طریقه بهتر اینست که حدس زده ارزیابی کنیم. 
کر سرد ا سام سد رن © © 


لے رورم 





قدم چهارم: ایا کدام طریق دیگر وجود داد؟ چند حل وجود دارد؟ اگر 2و یا 4 در وسط باشد. آیا حل ممکنه است؟ 
پلان پیشنهاد لکچر حل مسایل: 
موضوع: ستراتیژی های حل مسایل 


هدف عمومی: شامیلین جهت حل مسایل» یک تعداد ستراتیژی هاغیر مروج را فهمیده و قابلیت استفاده ازان ها 
اهداف لکچر: 
۵ در حل مسایل ستراتیژی های متنوع را به کار ببرند. 


* استرتیژی را در حل مسایل برای شاگردان مفید بدانند. 
6 بالاخره استفاده یا معنی ریاضیکی را با اعتماد اجرا کنند. 


مواد: مود موضوع و کتاب ریاضی صنف دهم به تعداد شاملین 


طریقه پیشنهادی لکچر: توضیحات در دو نفری گروپ های 5 نفری, طریقه تفکر جهر جهت حل مسایل 
به روش پیشنهادی. 





| یک روز قبل از حل مسایل, مواد توزیع گردد تا بخوانند. 


| حل مسایل یعنی چی؟ استراتیژی حل چیست 


) را بخوانید وبگوئید که مسئله یعنی چی؟ | دو دو نفر موضوع را | 
| باهم بخوانید و برای إ 


۱ | آن ها جواب تهییه 
ا جرا در اتد است. ۱ 
¡ چرا در اٹریس میم ۽ کنا 


¦ پروسه چهار مرحله ای پولیاری یعنی چی؟ 


¡ جواب های ناقص اصلاح و را جع به آن ها بحث گردد. 


ناسک اس اٹتت تسس سس ا 20 یت ء 


| توضیح مختصر: | تشریح از روی ‏ . | تخته و 

۱ 5 ار چارت امات | تباث 
1. مفهوم استراتیژی چهار مرحله ای پولیای معنی و مثال های آن. | 2۶" ار ری بر 

ا 2 استراتیژی های آن. ۱ 

e gy‏ ا 

| چگونه حل نمایم: 0 ۱ 

وک نا سا مسر فرف ها و تام 22 ارس کر 

| مجموع پاهای ان ها 64 باشد. چند گوسفند و چند مرغ در انجا وجود ا 

داردند. 

مرحله اوه از ھل 2 مات ما یک فتاه مرو باقن ترسعدای ۱ 

| باشند. اگر برای هر مرغ دو پای و برای هر گوسفند چهار پای جمعاً 64 ¦ 

| شوند. رمزی را چستجو کنیم که بعضی مرغ ها و بعضی گوسفندان | 

إ مرحله دوم: یک دفع 24 سر را به سه قطار انظیم کنیم (روی تخته | 

¡ بنویسید). ۱ 


شکل اول ص81 ون 


OOO 
ہہ‎ A A 
ناو نب‎ 
ہےر ہے‎ A 
بای نت‎ 
ہہ‎ A A 


| که مرغان هر یک دو پای دارند؟ 


| یعنی اگر تماما مرغ رافک پس مجموع پای ها آن ها 48 می شود. 
أإ - اما تمام پاها باید 64 باشندپس 16 پای اأ 
(16 < 48 - 64) باید مربوط گوسفندان باشد بلی! اکنون | 
بايد دریک شکل دو دو اضافه گردد یعنی | 
9 , 50 , 51... ,63و 64 پس! حالا گوسفندان را (چهار | 
بای ا گل کیم س اد ۱ 

ن و ں و ں0 OOO‏ 


رصم مه صا 


ِ دیده می شود که تعداد گوسفندان 8 است. 





| جواب درست را پیدا کردیم آما چگونه میتوان طریق دیکری حل را ؛ 
| طراحی کرد؟ ۱ 
| بیائید معادله را بسازیم: 

؛ مرحله اول: تعداد گوسفند و مرغان هرکدام چند باشند؟ ۱ 
| مرحله دوم: که گوسفندان عد و مرغان بز باشند که مجموع آن ها 24 ! 
| هرگوسفند 4 پای و هر مرغ دو پای جمعاً 64 پای دارند یعنی: 

4x + بر2‎ = 64 | 


| مرحله سوم: اکنون این معادلات دو مجهوله را حل می کنیم و میابیم که إ 


ا دریم قدم: اوس به نو دغه دوه دوه مجهوله معادلی حل کوم. 


8حال 7-6 > پس: 9 پسونه او 16 چرگان به وی. 
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T(x). 0 - ۱۷۵ ks) ۳ 


7 الال 
اا 


7[ ی )7 


۸۸۵موم ۵ 2 
ارو ے۔ 
#0 )7(4 ۷ 





رباضی صنف دهم 


شامل دروس انتخابی صنف 10 نصاب جدید تعلی 


ریاضی هنک د کے 
لکچر اول (بخش اول) 
اکاده های الجیری 


وسیله عملیه های الجبری جمع تفریق» ضرب. تقسیم و بلند بردن به توان یک عدد تام یا گرفتن جذور تام باهم مربوط 
شده باشند. به نام افادۂ الحبری یاد می گردد. 

حروفی که در یک افاده الحبری به کار می‌روند به دو نوع بوده می‌توانند. بعضی آنها می‌توانند قیمت های عددی مختلف 
داده می‌شوند. بعضی حروف دیگر آنها می‌توانند فقط یک یک قیمت عددی را به خود بگیرد و حتمی نیست که آن 
را برای آن به کار می‌برند. 

یادآوری باید کرد که پارامترها از روی مسئاله مورد بحث فهمیده میشوند» هرگاه فهمیدن آن مشکل باشد باید است به 
طور مشخص گفته شود. در غیر آن همه حروفی که در یک افادۂ الجبری باشند متحولین خوانده خواهند شد. 

مثال ها: 

ول 0 و 


2 2 


2 2b , 3% -5xy+2y” -1 
a -=c 


3x,-13,15, 


15 
0 
5 افاده های الجبری اند. 

در این افاده ها همه حروفی که به کار رفته است متحولین می‌باشند. در افادۂ اول و دوم 2و لو هم ۵ و 0 هر عدد 
حقیقی را به خود قیمت گرفته میتوانند. در افاده سوم × و "ا بدون 0 = ]ا هر عدد حقیقی را قیمت می گیرند. 
در افاده هفتم × رر 7 ,8 و ٤‏ همه اعداد حقیقی را بدون انکه 0 = 2ء - 24 باشند قیمت گرفته میتوانند و بالاخره 
در افادۂ ×/ہ5 همه اعداد حقیقی 0 <2 را قیمت میگیرند. 

2- دو ور جه که فرع 0 و انان کے باق تک الہ ای ات رة وراه 

افاده پارامتر ها اند 

3- 0 ؛وڈر ریک افاده الجبری است که در اینجا ۸۸ یک عدد حقیقی را نشان میدهد و پارا متر می‌باشد. 

حد (161۳70): یک افادۂ الجبری که در آن اعداد و حروف شان مشتمل بر عملیه های ضرب و تقسیم باشند و یا هم 


جذر گرفته شده باشد به نام حد (16۲110) یاد میشود. مانند ر62 ۲ ہے .۰ ارو- 


4 3 
مونوم ([1۷]00010012): یکافادۂ الجبری است که تنها یک حد را در برداشته باشد. مانند: 


2 
بر ۲ مھ د3 : y2‏ 73 مونوم ها اند. 


بنابر همین تعریف است که مونوم ها را بعضی اوقات حد ها گویند. 


/ 30 کڪ 


دوحده یا بینوم ([11001012): یک افادۂ الحبری است که متشکل از دو حد باشد مانند: 
ود - ک3 و 2+4 
سه حده (11۳100۳0121): آن افادة الجبری را گویند که از سه حد تشکیل شده باشد: چون 
2ببری 2ر3 و 32-ر20+6 , بو - ر30 x2‏ سه حدہ ها اند. 
کثیرالحده یا چندین حده (1۷]011100100121): افاده های الجبری اند که بیش از یک حد را در بر داشته باشند؛ 
مانند: 3 5 +7 ۲ 6 + 0ر7- ری + 3x2‏ و 61 +72 چندین حده ها اند. 


ضریب (]061]16160)): یک فکتور یک حد را ضریب قسمت متباقی آن حد گویند؛ چنانجه در حد "دک 


5٨‏ ضریب ر یا 2ر5 ضریب 2 بوده و 5 ضریب 3 می‌باشد. 


ضریب عددی ٥(‏ 11ء8٤٥0‏ 0۷11110111631): اگر یک حد حاصل ضرب یک عدد و یک یا بیشتر از یک 
حرف باشد» ما عدد مذکور را ضریب عددی آن حد میگوییم. طور مثال در ”ر 5- عدد 5- ضریب عددی این حد 
ایت با سکیا انا میت این کد کو 

حد های مشابه (617008] 1166ب): همان حد ها را با هم مشابه گویند که آنها در ضرایب عددی از هم فرق داشته 
باشند؛ طور مثال: 7 و 2 2- حدهای باهم مشابه اند. 


2 


کر 3و "ر حدهای باهم مشابه اند اما *2070- و 5 24- باهم حدهای مشابه نمی باشند. 


دو و یا چندین حد مشابه در یک افادة الجبری را میتوان در یک حد با هم یکجا نمائیم (از نظر الجبر باهم جمع نمایم) 
طور مثال ر22 + ر ×4- ر×7 مساوی به 57y‏ میشود. 

پولینوم چندین متحوله: یک افادۂ الجبری را پولینوم چندین متحوله گویند» اگر توان های همه متحولین شامل در 
آن» اعداد تام مثبت یا صفر باشند. 

یک پولینوم چندین متحوله می‌تواند یک حده (مونوم) یا چندین حده (پولینوم) باشد. مثلاً 37 = / یک پولینوم یک 
متحوله» 2 + بور3 = ع یک پولینوم سه متحول و 5+2 - *:32< یک پولینوم دو متحوله است. در حالیکه 


3+ ر4 9 + 3x‏ پولینوم ها نمی‌باشند. 


درجه یک مونوم: درجه یک مونوم عبارت از حاصل جمع توان های همه متحولین است که در آن مونوم شامل 
باشند. درجۀ ضریب عددی در یک مونوم صفر می‌باشند. 

مثال ها: درجه مونوم سه متحوله 4*2 عبارت از 6 =3+2+1 است اما درجه ضریب آن 4ء صفر است. همچنان 
درجه هرکدام از اعداد ثابت چون 0,6, 3لیت و 7۶ صفر میباشد. 

یک پولینوم را متجانس گوینده اگر همه حدهای آن عین درجه را دارا باشند؛ مثلاً پولینوم 323 + 2×72 + 3×2y‏ = میک 
پولینوم متجانس است در غیر آنرا غیر متجانس خوانند. 


بسح لت تسس 


ریاخی حنف د کے 


درجه یک پولینوم چندین متحوله: درجه یک پولینوم چندین متحوله عبارت از درجه همان مونوم (حد) در آن 
پولینوم است که در بین همه حدهای آن پولینوم را بلندترین درجه را دارا باشد؛ مثلاً درجه پولینوم 
ر2 + "32 - ”ر 7 عبارت از 6 است. زیرا حد های آن به ترتیب درجه های 6ء5 و 4 را دارا است. 


قیمت های عددی یک پولینوم: هرگاه به متحولین یک پولینوم قیمت های عددی داده شود (به جای متحولین 
وضع گردند) بعد از اجرای عمليه های مربوطة ان قیمت عددی مشخص بدست می آید که قیمت عددی آن پولینوم یاد 
میگردند. 
مثال قیمت عددی پولینوم ”8×2 -2ر”×3= ۶ به قیمت های 1= *,2 ر و 1= 2 عبارت از 10- است. 
٭ عملیه های الحبری جمعء» تفریق. ضرب و تقسیم پولینوم ها را که اشکالی نخواهند داشت به خواننده‌گان محترم 
می گذاریم. 
شکل عمومی یک پولینوم چندین متحوله عبارت است از: 
Kk... Kp :‏ 
٤ 1 1‏ تا 
x...‏ پر ہراو... را91 3 = 
گوڑیھو 3 


در حالیکه 61٦‏ پرف...,راءر 


لازم نمی بینم و در کتاب درسی خواندہ میتوانید. 


j 5j n ERK, Rika, EN‏ است که در اینجا تفصیل آنرا 


افاده ناطق (01۰65510101[×؟ [۳۵10112): یک افادۂ الجبری را که به شکل گج ط و 0 پولينوم ها و 
۹ 


0 @ باشد افاده ناطق گویند. 


3 س2032 

4x 2yz 3 +7xy مثال ها: 2 2 : نے با 0ے‎ 
4x “yz > +70 

یا 2 ۰/332 و 5- هرکدام یک افادہ ناطق است. 


هر پولینوم یک افادہ ناطق می باشد چرا؟ 
افاده های غیر ناطق ( 150165510100 ۳۲2110۳021]): یک افاده الحبری که به شکل خارج قسمت دو پولینوم 
نوشته شده نتواند به نام افاده های الحبری غیر ناطق خوانده میشود. 
مثال ها: رل + ہد . ر 1+ 22رد 
5)2 + 2( 
هرکدام یک افادة غیر ناطق است. 
فعالیت اول گروپی: شاملین در گروپ های دو نفری وظایف ذیل را انجام دهند. 


فعالبت اول: افاده‌های الحبری ذیل را به ار تباط کتگوری های مربوطة آن تصنیف و مشخص سازید. 


سس 32 سس 





اک 


a. x 2 +3y 2z 


b. 2x 2-3 +3 


2 
4x 74 
۴ 


d. y +3 


ê. A 2 +32 E 


f. اھ‎ 
y 


2 ربمم 2۰ 


h. Jy علہ+‎ 
7 3ع+ 3+ دم‎ = bê 


فعالیت دوم: با در نظر داشت مبحث فوق, جدول ذیل را خانه بری نمایید 





زا ی رد ۰ ۸2 


2 


x 3 +3y 


3ب 272-5 
ره 
2 
3+ بر 
4 - وو جا 


e 


2+2 ربمم 


+x‏ بل 
3abc‏ — 3ب 2+ 3ی 


-- سس سس سس سس سس سس سس 33 __________ت_ 


ریاخضی حنف دص مر 
لکجر اول (بخش دوم) 
پولینوم های یک متحوله 


تعریف: هرگاه در یک پولینوم تنها یک متحول به کار رفته باشد آن پولینوم را پولینوم یک متحوله گویند؛ مانند: 


6+ 3+ رم × - نب 6ر یرواد 7ر سے مر 
3+ ٭رط3- *رر4۵ + 2برو5 - 20 > و 
در پولینوم گر تنها × متحول است و همه اعداد دیگر در آن ضریب های حد مربوطۂ آن می‌باشند. در پولینوم 8 تنها لا 
متحول است ۵ و 0 در آن پارامتر ها اند که حیثیت ضریب ها را دارا است و در آن 22 2-52 42 ط3- و 3 
ضریب‌های حدود مربوطه آنها است. 
شکل عمومی یک پولینوم یک متحوله عبارت است از: 


جر 08+ ری تا 
ا ا ار 


دراینجا ER‏ 17 و. ۾ ضریب ها بوده و × متحول آنست و €N‏ 71 


0٠ 
عدد 1 بزرگترین عدد طبیعی در بین توان های همه حدود این پولینوم است پس 1ا را درجه این پولینوم گویند.‎ ۵ 
٭ هرگاه همه حدود این پولینوم موجود باشد. پولینوم را کامل اگر یک یا چندین حد آن موجود نباشند پولینوم را ناقص‎ 
نامند.‎ 

٭ عدم موجودیت یک حد در یک پولینوم به معنی انست که ضریب حد مربوطه صفر است. 
٭ اگر پولینوم گر به شکل 

2 n 

= an + + اد‎ 

7 A + +٥۸ ax 

نوشته باشد درجه های متحولین به ترتیب زیاد شده میروند این پولینوم را به ترتیب صعودی و اگر گر به شکل: 


۳ 11 71-1 2 
f < تور‎ +a, _* +...+ 9 ۳ +a x 40 


نوشته شده باشد پولینوم را به ترتیب نزولی خوانند. 
*_ هرگاه درجه های یک پولینوم به ترتیب از کوچک تا بزرگ و یا از بزرگ تا کوچک نوشته شده باشند. پولینوم را 
منم گویند در غیر آن پولینوم نا منظم خوانده میشنوند 
مثال: درجة پولینوم 
 < 2+3 + 4× 2 -2× 3 + 5× 2 + 6× 3‏ 
عبارت از 5 است. (5 = ۸) 
٭ این پولینوم به طور صعودی تنظیم گردیدہ است و یک پولینوم منظم و همچنان یک پولینوم کامل می باشد. 


حدود پولینوم به اساس درجه از خورد تا بزرگ تنظیم گردیده اند بنا بران این پولینوم منظم می‌باشد. 
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٭ هرگاه 2+ + 2 ×4 + در 5+ 6= f‏ نوشته شده باشد. ۴ در این حالت به ترتیب 
نزولی است. 
٭ هرگاه 2+ ×3+ > ×4+ * 5۲+ "6> ج باشد به معنی آنست که ضریب × صفر است. این پولینوم یک 
پولینوم ناقص است. در حالی که گر یک پولینوم کامل می‌باشد. 
٭ دریافت قیمت عدد یک پولینوم یک متحوله و مجموعه ضریب آن. 
هرگاه در یک پولینوم 


5 4 2 


71-1 11 


P =a, + 026 + ۲ +...+a, 2 - ور‎ 


اب 22 1 0 
اگر به جای × یک قیمت عددی ۲ وضع شود بعد از انجام عملیه های لازمه برای 0 یک عدد بدست می آید که آنرا 
قیمت عددی این پولینوم برای 221 گویند. 
ا ۳ +...+a‏ رب +a‏ ۵ () ۳۴ 
1 71-1 
بعد از ضریب و جمع همین اعداد فقط یک عدد بدست می آید و آنرا قیمت عددی پولینوم 0[ می‌باشد. 
٭ هرگاه در عوض در ۲ عدد 1 وضع شود مجموع همه ضرایب پولینوم حاصل میشود. 


۳ 2 71-1 n 
ره ...۲ 3.1و1+4.,٥+ ,0ط‎ +a, .1 
11 
0 زگ 4+ _رھ..+‎ 
حاصل جمح ضرایب پولینوم طز است.‎ 
- 22 مثال: 7- بر + 2 رو-‎ 


را در نظر گیریم که قیمت عددی ان برای 2=× عبارت است از: 
2-17 22-322+2وے ریم 
۳ 
صاع 27وہ 
1- 
در حالیکه مجموع ضرایب آن 
مآ ور وك707 
6-- 


مثال: قیمت های عددی پولینوم 
1- ر2 + P(x)=x*-3x”‏ 
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ویساضی صنف دش مر 
POET -3.2* +2.2 -1-8-12+4-1--1[‏ 
P(-1)= )-1( -3)-1( + 2)0-1(-1--1-3-2-1-< 7‏ 
P(0) =0 - 3.02 +2۰0-1--1‏ 


پس قیمت عددی پولینوم (2)5 به قیمت 2 = × عبارت از 1- به قیمت 2-1 عبارت از 7- به قیمت 120 


و مجموع ضرایب این پولینوم همانا 
[سےتےووتتام نظ 


است. 
فعالیت 4: در جدول ذیل مفاهیم فوق را تمرین نمایید. 
درجه | پولینوم | پولینوم | پولینوم | پولینوم | پولینوم | پولینوم إ 


را رس 
| 1+ 2۷7-37 + 67 - 2 دے و 


/ ۱ ۷ ۱ ۱ 


٘ او 3 پر دبع 40 + 3- = 


ےہ تا 7 تہ کس جک تہ تھے کر تر 


h-x*-4x* +2x”-8 ا‎ ِ ْ ۱ ۱ ۱ ْ 
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پلان ارایه کردن لکچر اول 
موضوع: افاده های الجبری و پولینوم‌ها (کتاب ریاضی صنف دھمء صفحات وا 
هدف: تصحیح. تکمیل و توضیح موضوعات و بعضی مفاهیم این درس؛ چون تعریف متحول, افاده‌های الجبری, 
پولینوم‌های چندین متحوله و یک متحوله و غیره. . 
پلان ارایه: 
این موضوع به دو بخش تقسیم گردد: 
1- بخش اول: 
3ء عق خی مات 1 آلی 116 طرف کے از شاوی سار طرق اماد قلی از میاه 
مربوطه فوق برای 25 دقیقه توضیح داده می‌شود. 


(وقت 20 دقیقه) 
(وقت 20 دقیقه) 
3- بالاخرہ برای 5 دقیقه دیگر از جانب ترینر نتیجەگیری میشود و در صورت ضرورت توضیحات لازم 
اضافی دادہ میشود. 
2- بخش دوم (پولینوم های یک متحوله) 
1. مانند بخش اول از طرف یکی از شاملین سمینار طبق آمادەگی قبلی 20 برای دقیقه محتوی صفحات 8 
و 9 توضیح داده میشود» بشمول اجرای فعالیت 4 در متن؛ 


(وقت 20 دقیقه) 


2 بعداً از شاملین خواسته میشود که در گروپهای 4 نفری مسایل بحث شده فوق را با محتوی کتاب 
درسی مقایسه کنند. تفاوتها و ابهامات را بیرون نویس کرده و بحث نمایند. در صورت ضرورت ترینر و 
شاملین یکحا توضیحات لازم ارایه دارند و مثالها از کتاب صنف دهم انتخاب و کار شود. 
(وقت 20 دقیقه) 
3. بعد برای 5 دقیقه از طرف ترینر نتیجه‌گیری ميشود. 
نوت: در جریان ارایه کردن همه موضوعات درهر حال بايد سعی شود که در صورت امکان مثالهای بیرون از کتب 
درسی, مانند مثالهای از زندگی روزمره و مسایل ریاضی داده و بحث شود تا بدین وسیله مفهوم و درک اساسی مفاهیم 
ریاضی واستفاده عملی از آن خوبتر شود. (مثالهای داده شده را ببینید). 
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ویساضی صنف دش مر 
لکجر دوم (بخش اول) 
قخیه باقی مانده. قضيه فکتور و تگسیم ترکیبی 

فعالیت های مقدماتی: 
اگر 2 + × + ظر3 ×4 = (ر)ط و 5+1 - 5 - 327 < (() باشد. 
در این صورت ?=)1( O =? 9 P=‏ را محاسبه نمائید. 

P()= 4(1) -3)1( + (1)+2=4-3+1+2=4 

P(-1)=3(-1 -5)-1(+1=-3+ 5+1 =3 

مثال اول: پولینوم 4+ 3+ ”×2 = را برای بینوم 3 = رم تقسیم نمائید. 


مقسوم عليه 3+ × 
3- ×42 +3 + ×2 مقسوم 





خارج قسمت 
-2x% + 6×‏ 
4+ 3- 
9 30ے 
باقی مانده 13 
مثال دوم: پولینوم 2-3-4 + × =(×) ۲٨‏ 223-4 + × =(×) ۶ را بربینوم 2 -× =(×) 0 تقسیم 


نمائید. 


E‏ اس ےج 


تارج سڈ 4+5 + 4 - 3ے 2% + کر سز 


+x? F 2% 
4x - 3 
-4x F 8x 
برد‎ - 4 
- 5 7-10 
6 باقی ماندہ‎ 


قضیه باقی ماند: اگر پولینوم () را بر بینوم (ہ-×) تقسیم نمائیم باقی ماندہ (ع)2 = ۸ می‌باشد. 
بحیث باقی مانده بدست آمده باشد» پس نوشته کردہ می توانیم. 
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SEET. 


P(x) = (x-a).0 )(+‏ 
باقی مانده+ (خارج قسمت). (مقسوم علیه)< مقسوم 
هرگاه عوض × در پولینوم عدد 4 را وضع نمائیم داریم. 


مثال سوم: اگر پولینوم 4 +3 + ”×2 = (×) ۶ را بر بینوم 3+ × = (×) © تقسیم نمائیم باقی مانده چند خواهد 


بود؟ 

حل: ميدانيم که 0< 3+ 
3-- ر 

P(x) = 2x + +یر3‎ 4 

4 ب+(3)3+ (23-)2-(3-)ع 

P(-3)=18-9+4 

P(-3)=13 

R=13 


در مثال اول توسط عملیه تقسیم باقی مانده نیز عدد 13 بود. 


مثال چهارم: اگر پولینوم 2-3-4 + ()۴ را بینوم 2 -× -() © تقسیم نمائید باقی مانده چند 
خواهد بود؟ 
حل: 2-0-ڈ× پس X=2‏ 


در مثال دوم توسط عملیه تقسیم باقی مانده نیز عدد 6 بود. 


1 
مثال پنجم: اگر پولینوم 9-×+ ×5 (×)ط بر × تقسیم شود بدون عمليه تقسیم نشان دھید که باقی 


مانده چند خواهد بود؟ 


م 39 


خل: 2 
P(x)=5x +x —9‏ 
0+0۵ ھ 1 
9 ےدام 
١ ۱‏ ( ( 
2 3-9-4 و ظط ےم 
4 2 
3ب 233 3-8-36 و 3-1 رام 
4 4 4 ہچ وہ 
جےر 
4 


مثال ششم: اگر پولینوم 11- بر - 2ر7 + ”ر10 > (بر)ط را بر بینوم (1+(2) >()0 تقسیم شود باقی مانده را 
بدون انجام دادن عمليه تقسیم بدست آورید. 
حل: 
2y +1=0‏ 
ات 2y‏ 
۳ 
۲ 
1- پر - +7y”‏ ر10- (ر)ط 


1-)2-( = )72+ )10 - ےمم 


2 

1 .1 1 1 
2-1 +(-)7+(--10>- (--)] 
ہج دک 
و ۳۳ 

2 8 4 2 

1 1 
P(- ہے‎ -11 

2 4 4 2 

4 2-44 1 
و _ 0 - + 5+7 یط 


4 4 وی 
اگر یک پولینوم (×) ۶ بر بینوم )۶-٥(‏ یا (ہ+ع) تقسیم گردد. جهت دریاقت باقی مانده این تقسیم بر خلاف 


اشاره عدد ثابت 4 مقسوم علیه» پولینوم مقسوم را قیمت گذاری نموده که بدین طریقه بدون عمليه تقسیم می توان 


قضیه فکتور: اگر در پولینوم (×)2)(>0,7 شود پس ۲-0 یک فکتور این پولینوم می باشد. 
ثبوت: در قضیه باقی مانده بیان شد که از تقسیم یک پولینوم (×) ۶ بر بینوم (-۲) حاصل می‌شود. 


سس مو س 
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P (x)= (x-a).0(x)+R 
در صورت که (×) © پولینوم خارج قسمت بوده و درجه آن از درجه (×) ۲ یکی کم است و ۸ هم باقی مانده تقسیم‎ 
سىباق‎ 
حال اگر 0 شود مساوات فوق شکل ذیل را حاصل می‌نماید.‎ 
P(x)=(x-a)Q (x) 
از اینجا نتیجه می‌شود که (4 - ×) یک عامل ضربی (×) ۲ است؛ چون‎ 
P(x)=(a-a).0(x)=0 
ES E وی تر‎ NO gL EGE e مس شود ی‎ 
پولینوم (×) ۶ باشد» پس 0= (ه) ۶ است و عدد 4 یک جذر معادله پولینومی 0 = (4) ۶ می‌باشد.‎ 
نتیجه: هرگاه (×) ۲ یک پولینوم باشد و برای 4 = × , 0 =(۶)4 شود میگوپیم که (×)۶ بالای ۲-4 قابل‎ 
تقسیم است و یا ۲-0 یک فکتور (×) ۶ را تشکیل میدھد.‎ 
مثال هفتم: نشان دھید که (2 -×) یک فکتور پولینوم 28 + ×4 + ”×3 + × = (×) ۶ می‌باشد.‎ 
1-2 =0 حل:‎ 
X=2 
P(x)=x*+3x”+4x -8 
P (2) = )2(* + 3)2)” + 4)2( - 28 
P(2)=8+12+8-28=0 
R =0 
چون 0= ۸ شدہ پس 2-× یک فکتور پولینوم است.‎ 
مثال ھشتم: به کدام قیمت ک۸ بینوم (۲-1) یک فکتور پولینوم 2۸ - × - ”×3 - *2 =(×) ۲ می‌باشد.‎ 
×-1=0 حل:‎ 
x=1 
P(1)=2()' -3)01( - )1(- 
P([1)=2-3-1-2k - -2- 2] 
P(1)=R - -2 - 
-2۸-2=0 اگر 0= ۸ باشدء بنابر آن‎ 
2k  - 2 
ےت‎ 
به قیمت 1-= ۸ باقی مانده صفر می‌شود. در نتیجه 1-× یک فکتور این پولینوم می باشد.‎ 
مثال: به کدام قیمت 16 عدد 3 یک جذر معادله 0= 15- ۲+ ×7 - ×6 - 2 می‌باشد.‎ 


تست فیس 


ویساضی صنف دش مر 
حل: 
0= 15- 37+ (7)3- (6)3 - *(2)3 = ۵-15 + 7 - پر6 - 2x*‏ 
0 - 36-15 + (7)09- (6)027 - (2)81 
37-15-0 +63 - 162-162 
8 15+ 603 - 3/6 
kK < 6‏ 
اگر ۴-٥‏ یک فکتور پولینوم (×) ۶ باشد پس 0-(2)2 است و اگر در پولینوم (<) ,0 >(ھ)ط شود (4-×) 
یک فکتور پولینوم () 2 می‌باشد. 
تقسیم ترکیبی (101۷151010 57000616): برای تقسیم نمودن پولینوم (×) ۲ بالای بینوم ( -×) 
تقسیم ترکیبی یک طریقه کوتاه می‌باشد که به طور عموم برای اهداف ذیل از آن کار گرفته می‌شود. 
1- یافتن قیمت پولینوم برای قیمت های مختلف × 
2- برای یافتن جذر ناطق معادله 0 > (×)ط 
3- برای تجزیه افاده های الحبری 
مثال اول: پولینوم 4 -×3- 2×2 + × =(×) ۶ را بالای (2-) توسط عملیه تقسیم ترکیبی» تقسیم نمودہ خارج 
قسمت و باقی مانده را تعیین نمایید. 
حل: ضرایب پولینوم مقسوم را در یک سطر به شکل پولینوم کامل منظم از چپ به راست نظر به توان به طور نزولی 
ترتیب می‌دهیم و به طرف راست آن قیمت 2 را که 2 است می نویسیم. 
2 
( 4 2-3 1ه سال 


10 8 2 سه سطر دوم 


باقی مانده چ 6 


۳۹ 
ېى 


[ سه سطر سوم 


تحت ضرایب پولینوم مقسوم یک سطر را خالی گذاشته زیر آن خط می‌کشیم (مانند جدول بالا) 1 را از خط پاتین آورده 
در 2 که قیمت 2 است ضرب می نمائیم و حاصل ضرب را زیر 2 می نویسیم حاصل جمع این دو عدد را هم پائین خط 
می نویسیم. این عدد را که 4 است در 2 ضرب نموده زیر عدد 3- نوشته و با آن جمع می کنیم این حاصل جمع» 5 را 
ضرب 2 نموده زیر 4- نوشته می‌کنیم حاصل جمع 4- و 10 را بدست آورده زیر خط می نویسیم در نتیجه اعداد 
6 5ء 4 1 حاصل می شود سه عدد طرف چپ ضرایب پولینوم خارج قسمت را تشکیل میدهند و یک عدد طرف راست 
باقیمانده را نشان میدهد بايد متوجه بود که پولینوم خارج قسمت با اندازه یک از درجه پولینوم مقسوم کم است در نتیجه 
خارج قسمت 5+ ×4 + ”× > (×) © و باقی مانده 6 = ۸ = (2)ط است. 
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مثال دوم: توسط تقسیم ترکیبی خارج قسمت و باقی مانده سوال ذیل را دریافت نمائید. 

(2 -ز) + (3- ×2 + ”×5- (4x‏ 
به یاد داشته باشید عوض ضریب های حدود که وجود ندارد صفر می نویسیم یا به عبارت دیگر پولینوم مکمل به طور 
نزولی به طرف راست ترتیب می‌دهیم. 


48 22 16 8 
45 24 11 8 4 
خارج قسمت 24 + ×11 + ”×8 + ”×4 = (×) © و باقی مانده 6 = ۸ = (2) ۲ است. 
مثال سوم: عملیه تقسیم ترکیبی را در سوال ذیل اجرا نمائید. 
?= (1-:2) + 9+ ر65 - 217 - م12 + 4x“‏ 
حل: در اینجا باید مقسوم علیه به شکل (2 - ×) آورده شود تا بتوانیم تقسیم ترکیبی را اجرا نمائیم؛ چون: 


1 
2 2 = (1- 27) است. پس عملیه ذیل را انجام میدهیم. 


4x“ +12x -2[ 2-65 +و+‎ 26 (= 


5 و جیہ 12- مرو 4 
6ے سے 7 2 
توے وت پرہ 1۸۰ 4 


4x“ +12x - 21x” - 65× +9 = 


(4x ° +14 * -14x -72()+ - 2-7 


= (4x ( + 142» 2-14 -72( 2 -1(-7 


= 2x 2+7 2 - 7× -36()2× -1( -7 


از رابطه فوق نتیجه میشود که پولینوم خارج قسمت عبارت است از: 
6- 2-7 7+ ہھو۔-(م)0 


سىس ساس ص-صتص ضس سے او ۷ 








ویساضی صنف ده مر 
بوده و باقی مانده عبارت از: 
1 
2-7 > ج)م 
2 


است. 
?=(3- ×2) + 14+ ور پر7 -ڈ پر2 
حل: 


2x -3 - 2)1 - 3-0 


بنابران مقسوم عليه شکل 0 - × را حاصل نمود و عملیه تقسیم ترکیبی را انجام میدهیم. 
3 
25 
) 14 وب رت 


ےت ي 3 
وت بت انم 2 


2x” - ر7‎ *- 2 +14  )2( - 4× - (0 +2 
= )2 2 - 4× 8)2» 8( +2 
= =2 42د‎ -3( 2 


3 
در نتیجه پولینوم خارج قسمت 4 - ×2 - ”× = (×) 0 و باقی ماندہ 2 = 00 یت 
توسط عمليه تقسیم ترکیبی میتوان فکتور» قیمت یک پولینوم و جذر و معادله پولینومی را محاسبه نمود. 


مش‌ال جم توس حا تسےمم ترکیی نشسان دهید که (1-) یک فکتسور پولین‌وم 
1 - پر + "یر - =  )( < 26٩‏ میباشد. 


وول 











چون ۸=0 است پس (1-×) یک فکتور این پولینوم است. 


(1+ ”× + 1()2۷-م)>1- + x‏ - یت 2x‏ 
مثال ششم: قیمت پولینوم ×5 + 25 + 12+2 - ×3 = (×) ۶ را برای 2 - × توسط تقسیم ترکیبی دریافت 
نمائید. 


حل: پولینوم (×) ۲ را به طوری نزولی ترتیب می‌دهیم. 
5+ بر5 + P(x)=3x -12x”‏ 


2 
25 5 د :3 
14 2- 6 
11 و مت 3 
در نتیجه P(z)=11‏ 
مثال: اگر عدد (1) جذر معادله ×4 + ”× باشد جذور دیگر معادله را توسط تقسیم ترکیبی محاسبه نمائید. 
توسط تقسیم ترکیبی محاسبه نمائید. 
حل: 


خارج قسمت 6 + ×5 + ”× () ۵0 است و 
x” + 5 - 6 < )+ 2()+3(<0‏ 
0-3 ,2--< 1 

در نتیجه جذرهای دیگر معادله 2- و 3- است. 
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ریاخی حنف د کے 


پلان ارایه کردن لکچر دوم 
موضوع: قضیه باقی ماندہ قضیه فکتور و تقسیم تر کیبی (کتاب ریاضی صنف دهم صفحات .....). 
هدف: تصحیح» تکمیل و توضیح موضوعات و بعضی مفاهیم این درس؛ تعریفات» عملیه ها و توضیح مسایل در مثالها؛ 
توضیح این مسایل در کتاب درسی. 
پلان ارایه: 
این موضوع به دو بخش تقسیم گردد: 
1 بخش اول: قضیه باقی مانده و قضیه فکتور. 
1 یک تن از شاملین سمینار توظیف شده به همکاری ترینر و آماده‌گی قبلی فعالیت مقدماتی (در آغاز متن) 
را توضیح دارد. مثال اول و دوهم را حل کند. 
تعریف قضیه باقی مانده را با ثبوت آن ارایه و توضیح نماید. 
دو مثال سوم و چهارم را خودش توضیح نماید. مثالهای 5 و شش را توسط شاملین حل و توضیح نماید. 
تعریف قضیه فکتور را با ثبوت آن ارایه و توضیح نماید. 
5. مثال هفتم را خودش و مثال هشتم را توسط یکی از شاملین حل و توضیح نماید. 


(وقت 20 دقیقه) 


تم پٺ حب 


6. در گروپهای دو نفری موضوعات بحث شده فوق را در کتاب درسی جدید ریاضی صنف دهم بخوانند. 
تفاوتها را دریافت کرده و ابهامات باقی ماندہ خود را بیرون نویس کنند. 
(وقت 15 دقیقه). 
7 در اخر ترینر بر مسایل دریافت شده در گروپهای دو نفری شاملین روشنی انداخته توضیح نماید. 
(وقت 10 دقیقه). 
2. بخش دوم: تقسیم ترکیبی 
1 یک تن از شاملین توظیف شده به همکاری ترینر تعریف و توضیح موضوع تقسیم ترکیبی را ارایه دارد. 
2 در مثالهای اول و دوم انرا توضیح نماید. 
مثالهای 3- 6 را توسط شاملین حل و توضیح نماید. 
(وقت 20 دقیقه) 
3. در گروپهای دو نفری موضوعات بحث شده فوق را در کتاب درسی جدید ریاضی صنف دهم بخوانند. 
تفاوتها را دریافت کرده و ابهامات باقی مانده خود را بیرون نویس کنند. 
(15 دقیقه). 
4 در اخر ترینر بر مسایل دریافت شده در گروپهای دو نفری شاملین روشنی انداخته توضیح نماید. بالاخره 


ترینر نتیجه گیری درس پیش نماید. 
(وقت 10 دقیقه). 


۳۳۳۳ 7 / 6 / 


لکچر سوم 
حاحل خرب کارنزین دو ست 
هدف: تصحیح. تکمیل و توضیح مطالب مربوطه این بحث در کتاب درسی در نظر است. 


حاصل ضرب کارتزین دو ست: 

جوره‌های مرتب: فرض کنیم ۸ ست متعلمین صنف دهم لیسه عالی نادربه و 8 ست متعلمین صنف بازدهم آن لیسه 
باشند. می توان یک شاگرد صنف دهم را با یک شاگرد صنف یازدهم جوره ساخت طوری که اگر 3 یک شاگرد صنف 
دهم و 0 هم یک شاگرد صنف یازدھم باشد آنرا (6,0) می‌نويسیم. ( ,۵ )را جوره مرتب گویند. در اینجا 3 را عنصر 
اول یا مرکبه اول و 0 را عنصر دوم یا مرکبه دوم این جوره مرتب خوانند. به همین ترتیب می‌توان جوره‌های متعددی را 
از این دو صنف تشکیل دهیم. 


4 

در جوره‌های مرتب یک اکسیوم (اصول) وجود دارد و آن این که دو جوره مرتب (0,0) و (0,0) باهم مساوی اند. 
4 / / 

یعنی (a,b) = (a,b)‏ اگر و تنها اگر 4= ه و =D‏ 0 باشد. ما به صورت عموم در پروگرام مکاتب با ست‌های 


اعداد سر و کار داریم از ینرو از ست‌های اعداد مثال می‌آوريم. فرض کنیم (2ر1) < 4ء ا 8 باشند. 


۲ 3 1 1 3 
در آن صورت ,1( ر2 1), اتا بل ,2) هر کدام شان یک جورة مرتب است. 


هرگاه (3()2,4 + ر ,1- ۸) دو جوره مرتب و  )2,4(‏ (3 + بزر1 - ) باشند؛ پس 3 < عد ج-1-2-× 
و1 = ر ج 4 < 3 + است. 


حاصل ضرب کارتزین دو ست: 

۲ 3 1 ِ ۱ 
اگر ست های 22 ۸ و ا B‏ را در نظر گیریم. حاصل ضرب کارتزین ۸ 9 B‏ را در دریعه 
B‏ ×4 یا 24118 نمایش میدهند و عبارت از ست همه چوره‌های مرتب عناصر 4۵ و 8 است که در آن مرکبة اول 


آن عنصر ۸ و مرکبه دوم آن عنصر 8 باشد. 
Ax B= {(n,y)/n EAny eB}‏ 


3 اہ 
7 مد برد 0 


دیده میشود که ۸ دارای 2 عنصر و 8 نیز دارای 2 عنصر بوده از آن × 4 دارای 2-4 +-2 عنصر است. 
تعریف: فرض کنیم ۸ و 8 دوست اند. ست همه جوره‌های مرتب ۸ و 8 را به نام حاصل ضرب کارتزین ۸ و 8 
خوانند. 


47ول 








ریاضی حنف ده مر 
Ax B= {(a,b)| a ٤ eB}‏ 
هرگاه ۸ یک ست باشدہ میتوان حاصل ضرب کارتزین 4 × 4 را تشکیل داد. 
A= {(a,b)| a,b eA}‏ ×4 
یاد آور باید شد که < 4 نیز بوده میتواند. 
طور مثال: اگر 2۱ , 1) = 4 باشد. انگاه 
[(2,1(,)2,2) ,(2مل) ,(1یل) ) = }1,2{ A x A = )1,2( x‏ 
مثال: ست اعداد حقیقی 1۸ را در نظر گریم در این صورت 
EIR}‏ ہ 1۸ء * |( ,)) = IRx<IR‏ 
این ست متشکل از همه جوره‌های مرتب ممکنه است که هر دو عنصر آن اعداد حقیقی اند. 
این حاصل ضرب کارتزین یک تعبیر هندسی دارد. طوری که اگر در یک مستوی دو خط مستقیم جهت‌دار (محورهای) 
عمود باهم را در نظر گیریم که در یک نقطه (0) باهم قطع کردہ باشند این دو خط جهت دار هریکی خط نمایش اعداد 
حقیقی است. اگر طور معمول خط افقی را محور × و خط عمودی را محور ل نام می‌گذارند. نقطه تقاطع آنها از صفر 
هرکدام از این محورها نماینده‌گی میکند با استفاده از واحد طول به طرف راست و بالای این محورها اعداد حقیقی مثبت 
و به طرف چپ و پائین آن اعداد حقیقی منفی را مشخص میسازند. فاصله‌ها به واحد های معین طول از نقطه تقاطع آنها 
از اعداد تام نماینده‌گی میکند. در حالی که نقطه تقاطع آنها را مبدا خوانده و از جوره (0,0) نمایندگی میکند و نقاط بین 
اعداد تام نمایانگر اعداد حقیقی دیگر می‌باشند. 


حال اگر یک نقطه 7 مستوی را داشته باشیم از نقطه " یک مستقیم را موازی با محور ل 





و یک مستقیم را موازی با محور × رسم میکنم که محورهای ‏ و ل را باالترتیب در نقاط 5 و ۸ قطع نماینده مگر 5 
با یک عدد حقیقی × و ۸ با یک عدد حقیقی 7 سر می‌خورد که به طور یکجائی نقطه ۴ با جورۂ مرتب اعداد حقیقی 
(بزرد) تقابل میکند. بالعکس اگر یک عدد حقیقی × را روی محور ‏ و یک عدد حقیقی ‏ را روی محور ‏ 
مشخص سازیم از × یک موازی را با محور 7 و از « یک موازی را با محور × رسم کنیم آنها یکدیگر را در یک نقطه 
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مانند / مستوی قطع میکنند. دراین صورت با جورۂ مرتب اعداد حقیقی ( ر( یک نقطه م در مستوی مشخص 
می گردد. 

بدین ترتیب هر نقطه این مستوی با یک جورۂ مرتب اعداد حقیقی و هر جورة مرتب اعداد حقیقی با یک نقطه این 
مستوی تقابل میکند. بنابران یک تقابل یک به یک بین نقاط مستوی و جوره‌های مرتب اعداد حقیقی وجود دارد. 
یادداشت باید کرد که اگر @ یک نقطه دیگری درین مستوی باشد که با جورۂ مرتب اعداد حقیقی (ن(,ہد) تقابل نماید 
در آن صورت © = ۶ است. و تنها اگر لن , ,د) =( ,:2) واز آن ,×= ند و لر = ىر باشند. 

هرگاه یک نقطه ۳ با جوره اعداد حقیقی (/,۲) تقابل نماید این جورۂ مرتب را مختصات نقطه ۳ در همین مستوی 
گویند و همه این سیستم را سیستم مختصات (درین حالت خاص سیستم مختصات قایم) نامند. به این اساس بین ست 
تقاط یک ممتری و ست جوره‌های مرب اعداه قیقی 21۱ 2| ((ع) ۱ 2۳۷ 1۳ پیک تقایل 
یک به یک وجود دارد. 


این مطلب را برای اولین بار یک ریاضی‌دان قرن پانزده (1(6562165) تقدیم کرده است از آنرو آن را به ناماش 
(سیستم مختصات کارتزین) یاد می کنند. 


تبصره: محورها حتمی نیست که باهم قایم باشند و قایم بودن محورها یک حالت خاص انست اما جهت آسانی کار آنرا 


2 


مثال 
1) فرض کنیم ط78[ ء *|(1),0 =4 این ست همه نقاط محو × را نشان میدھد. 
2) 8 > ر (نز,0)) = 8 این قسمت همه نقاط بالای محور 17 را نشان میدھد. 
3) فرض کنیم (1- > ٭× ک>ک3۔| 7ء ×)ا > ۸ و (2 ک × >| 1۸ء ر{ = ۶ باشد آنگاه 


(3 ک پر >ک1۸2- > ٭× > 3- | 1۱7۸ء {(x,y)‏ < ×۸4 


و در مستوی 





ریاخضی حنف دص م 


لکچر چھارم 
رابطه دوگانە و رابطه معادلت در آن 


هدف: رابطه دوگانه به طور دقیق آن تعریف گردیده است. مفاهیم لازم در آن به شکل تصحیح شده تکمیل و توضیح 
شده ارایه گردیده است. رابطه معادلت هم به طوری عملی آن تعریف شده است. 
شکل ارایه: این مطلب بین دو شاملین سیمینار تقسیم میشود هر کدام برای 20 دقیقه توضیحات و تشریحات میدهد. 
به تعقیب ان 15 دقيقه بعدی هرکدام مناقشه و دیالوگ صورت می گیرد و در 10 دقیقه بعد اردیالوگ هر لکچر 
ارزیابی و نتیجه گیری میشود که توسط ترینر صورت می گیرد. 
رابطه دوگانه 
ست‌های (× متعلم صنف دهم لیسه عالی نادریه |۸2 و (/متعلم صنف یازدهم لیسه عالی نادریه | )=8 مثال 
قبلی را در نظر گیریم. حاصل ضرب کارتزین این دوست عبارت است از: 

Ax<B={(x,y)|x 22۸۸ eB} 
از بین عناصر 8 ×4 همان جوره‌ها را میکنیم که در آن × و ۷ هم سن باشند.‎ 


(× هم سن 27 است /8 × 4 € ((,×)) = ۲ این هم سن بودن در حقیقت یک رابطه در بین ست‌های ۸ و 
8 است. هرگاه این رابطه را ۸ بنامیم در آن صورت برای یک عنصر 607 ( (,) می نویسیم که ۸۷× یعنی × 
هم سن 7 است یا در بین × و 7 رابطه ۸ وجود دارد. 

یادداشت میکینم که اگر بگویم 66 (,) یا بگویم ۸7× هر دو عین مطلب را ارائه میکند. ما رابطه ۸ را به 
تنهایی خود نمی نویسیم بلکه رابطه ۸ در حقیقت یک سه تایی (4,6,8) = ۸ است این مطلب را به صورت عموم 
چنین تعریف می نمایم. 

تعریف: قبول کنیم ۸ و 8 دو ست بوده و ×4 حاصل ضرب کارتزین آن باشد. سه تائی (4,0,8) = ۸ را 
در حالیکه ‏ ×× ارت 6 (6 یک ست فرعی حاصل ضرب کارتزین ۸ و 8 است) به نام رابطه بین ست‌های ۸ و 8 
یاد میکنند. 

۸ را دومین قلمرو یا ساحه تعریف (1(077010) رابطه ۸ و 8 را کودمین (ساحه تصاویر) 12017110171 - 0) رابطه 
و تار اگر اف RE‏ رت 

يا میگويم که ۸ یک رابطه است از ۸ به 8B‏ که گراف آن 6 می‌باشد. در صورتی‌که 7ھ 4 باشد آنگاه 
(۸ ,۸,6 ) = ۸ یک رابطه درست ۸ است که مختصراً آنرا (4,6) = ۸ می‌نویسند و انرا رابطه بین ست ۸ 
خرائتت را کون کے رک رارطة است از A‏ ی۸ک قراف آ خارے 4 ری 6 اسه عرش رابطه ۲ ین نو 
عنصر ۸ میباشد از آنرو آنرا رابطه دوگانه یا (7۸/011011 :8111070) گویند. هرگاه 607 ((,4) باشند آنگاه 2 را 
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در رابطه ۸ با تا خوانند و یا گویند که 2 و 0 باهم در رابطه ۸ اند که اکثر آنرا 4۸۵ می‌نویسند. بنابران 
aRb <> (a,b) eG‏ 

واگر 6 (4,0) در آن صورت می گویند که 2 در رابطه ۸ با تا نیست که آنرا 4۸۵ می‌نویسند. 

تبصره: چون برای هر رابطه بین ست‌های ۸ و 8 یک گراف 6 موجود می‌باشد و هرگراف 8 ×4 ے 7) یک رابطه 
کارتزین 8 ×4 یعنی (8 × ۶)4 (ست» ست‌های فرعی 8 × 4) یک تقابل یک به یک وجود دارد. از روی این 
تبصره یک رابطه 8 از ست ۸۸ به ست 8 کاملا تعریف شده اسٹ؛: اگر گراف آن کا داده شده باشد. بنابران همین دلیل 
است که بعضی ریاضیدان‌هاء همان گراف 6 مربوط یک رابطه ۸ راء رابطه خوانند. و می گویند که یک ست فرعی 
حاصل ضرب کارتزین ‏ ×4 یک رابطه بین ست‌های ۸ و 8 است. 


اگر تک ست ک۸ ماه بوده و به داد ۳ عنضر را دارا است باشد در آن صوره 4 × به مداد ۸ کو وو عص 
را دارا است. بنابران (4 × 4 )۳ به تعداد 2۳ عنصر را دارا میباشد. به عبارت دیگر 4 <۸4 به تعداد 2۳ست‌های 
(ثبوت این قضيه به (باور سید قیوم شاه ریاضی اساسات» چاپ مطبوعه نعمانی» 1389 مراجعه شود) 

مثال ها: 


1 فرض کنیم (2,3,4ب41 4 و (8> ۸۱۵ 2۸ Ga‏ یا 
 4)1,2(,)1,3(,)1,4(,)2,3(,)2,4(,)3,4(‏ 6 باشه پس (4,62 ) = یک رابطه در ۸ است. در اینجا 
ست [1,2,3) که مرکبه های اول جوره‌ها را در ت) تشکیل میدهد به نام ناحیه تعریف رابطه ۸ و ست (2,3,4) که 
از مرکبه‌های دوم عناصر ) بدست می‌آید به نام تصویر مستقیم (۸) 100 یا ۸۵78٩‏ رابطه 8 یاد میشود. 


2 ست اعداد طبیعی لا را در نظر گیریم فرض کنیم 38 عدد ٥‏ را تقسیم میکند ۸/۵ ۲ Nx‏ < (ط,))) = 6 
۰و( 9 و3) و( 6 ود) و( 3 و3)....و(6 وم) و( وش) ,)1,1),(1,2),(1,3),...,(2,2({= 6 
[...,(4,12) و(4,8) ,(4,4) 
دیدہ میشود که (3,3(,)3,4(...,)2,5(,)2,3)... 
عناصر 6 نمی‌باشند. پس (0,٦آ)‏ = ۸A‏ 
یک رابطه در N‏ است. 
در این مثال ناحیه تعریف هم لا[ و ناحیه قیمت ها نیز N‏ می باشند. 
3) ست اعداد حقیقی 1۸ را در نظر گیریم. فرض کنیم. 
IR| x? + y” -16(‏ × 1ء {(x,y)‏ - 0 
در این صورت (6, ۸][) = ۸ یک رابطه در ۸[ است. 
گراف این رابطه یک دایرہ است به مر کز مبدا مختصات و شعاع 4 واحد. 


تست ےس نی او 


ریاخی صنف د کے 


تعریف: فرض کنیم A‏ و 8 دو ست بوده R=(4,G,B)‏ 
یک رابطه دوگانه و 8 × 4ے 6 گراف آن باشد. فرض کیم 4 ے 4 
درینصورت 206 (بزرتد) : 4 3 | > بر) <- (7۲)4 را به نام تصویر مستقیم 4 به وسیله رابطه 8 یاد 


مثال: مثال اول قبلی را در نظر گیریم اگر [1,2,3,4) =4 و ر > :۸۱ × ٤4‏ (ازمت)) = 0 باشد. پس 
G = {(1,2),(1.3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}‏ 

در این صورت (2,3,4) = (4) ۸ است و اگر (3,4) = 4 باشد 4 =( ۸)4 

تعریف: فرض کیم ۸ و 8 دو مت بوده 4×8 © 6 گراف همین رابطه باشد فرض کنیم 8 ج 8 درینصورت 

1۲۲08 (< ۲ ۰۸۱6۵ 28 [( 

را به نام تصویر معکوس 8 در رابطه *1 یاد میکنند. و ( )7۲ را تصویر معکوس رابطه ۸ گویند. 

مثال: در مثال فوق (2,3,4) = (8) ' ۸ است. و اگر (3,4) = 8 باشد آنگاه (3) = ( ۲)8 ۸ است. 

ما این تعریف ها را برای روشن ساختن چهار مفهوم ارایه نمودیم. 

اگر (,۸,0) = ۸ یک رابطه باشد. 

قلمرو یا ساحه تعریف ۸ 0168( =4 ناحیه تعریف ۸ =(8) ' ۸ 

قلمرو یا ساحه قیمت ها 07:۵0( - 0 <۸ یا ناحیه قيمت‌ها یا رنج ۸ ست قیمتھاء ست تصاویر 

1۱ )۸( - 

بعضا بین ناحیه تعریف و دومین فرقی نمی‌گذارند اما تفکیک طبق تعاربف که درین مورد موجود اند لازمی دانسته 

میشود. 

نوت: در آثار قبلی من بین قلمرو یا ساحه تعریف و ناحیه تعریف فرقی نه شده است اما تصویر مستقیم یک رابطه 

تعریف گردیده است کہ از ان باید استنتاج کرد. 
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جهت توضیح بیشتر اگر ( 6,8 ,4) = 4 یک رابطه باشد ۸ دومین است در حالیکه ست همه مرکبه‌های اول 
رابطه معکوس: هرگاه (4,G,B)‏ = ۸ یک رابطه دوگانه بین ست‌های ۸ و 8 باشد در حالیکه 
۶( ۸ 2۸ ۱۲| (,)1 < 6 
گرا اش ابطد سے 
در این صورت رابطه (8,0,4) < ۸ در حالیکه 
{(y,x) eB x 1| xRy} = {(y,x) eB x 4|(x,y) eG}‏ = 6 
گراف انست» را معکوس رابطه ۸ خوانند. 
نوت: علامت " 73 برای تصویر معکوس رابطه ۸ و علامت ' ۸ برای رابطه معکوس به کار میرود. که در جایش باید 
است از هم تفکیک گردند. 
مثال: اگ (1,2,3,4) = 4 و ((1,2(,)2,3(,)3,4)) = 7 بوده و )4,6G(‏ = ۸ یک رابطه باشد در ن 
G = ))2,1(,)3,2(,)4,3((‏ و (.4,6) < ۸ رابطه معکوس 8۸ است. 
رابطه معادلت :(Equivalent Relati0")‏ 
معمولاً در پروگرام مکاتب و بالاتر از آن سه نوع رابطه مورد بحث قرار می گیرد و استعمال میگردند رابطه تابعوی (بابع)» 
تعریف: قبول کنیم ۸ یک ست بوده و (4,6) = ۸ یک رابطه دوگانه در ست ۸۸ باشد. رابطه ۸ را انعکاسی 
(exi۷eا/ )Re‏ گویند اگر برای هر عنصر ٤4‏ × داشته باشیم ×۸× یا معادل آن 6G‏ (×, ×) 
Vx e4‏ ,8٤ء‏ (×, +)ج 1/01 
مثال: فرض کنیم 1 ست همه مثلٹ‌ھها در یک مستوی ۴ باشد ۲۱ مثلث در مستوی ۶ |) = 1 
[) انطباق پذیر با |٤‏ 7× 7> (/,)) = 6 و (7,6) = ۴ یک رابطه دوگانه در 7 و چون هر مثلث با خودش 
تعریف: قبول کنیم ۸ یک ست (4,6) = ۸ یک رابطه دوگانه در 4۸ باشد رابطه ۸ را متناظر ( 5(/10111161746,) 
خواننده اگر برای دو عنصر ٤4‏ ل7, ۴× از که ۸۷ء نتیجه شود که 1/0۲ به عبارت دیگر 
6 (×, بر) +< ۱ءء( ری ع) یا XRy >yRx‏ 
مثال: در مال قوق زمانیکه یک مثلث ۶67 پا مثلث دیگری 7> ۲ پذیر باشد پس مثلث 7 نیز با مثلث / انطباق 
پذیر است به این معنی که 
Ri ۷ )):/( 0), eG)‏ 
تعریف: قبول کینم ۸ یک رابطه دوگانه دریک ست 4 باشد رابطه ۸ را رابطه انتقالی (Transitive)‏ گویند» اگر 
برای هر سه عنصر 4 > 2,ر,× با × و ۲2 نتیجه شود که 1627 
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ریاضی حنف ده مر 
)x,2( eG‏ > 0ء (2,بز) (x,y) eG,‏ 
مثال: باز هم مثال قبلی را درنظر گیریم. هرگاه سه مثلث 67 ,ا, را, ,1 باشند» طوریکه ,]1 انطباق پذیر با را و وا 
بانظباق پذیر با و باشد اشکارا 4 انطباق پذیر با و است. 
(hh) €6)‏ ذظ 0 (وایی) ۸ 26 ERE (f.5)‏ ک الہ ما 
تعریف: هرگا ۸ یک‌ست و ۸ یک‌رابطه دوگانه در باشد. رابطه ‏ را رابطه معادلت (16/0/:07 Equivalent‏ ) 
گویند» اگر 
1 ۸ انعکاسی باشد. 
2 ۸۴ متناظر باشد. 
3 ۸۴ انتقالی باشد. 
مثال: 
فرض کنیم ۸۵ ست محصلان صنف اول دارالمعلمین سید جمال الدین است. 
(محصل سال اول دارالمعلمین سید جمال الدین | = 4 
هرگاه ما قبول کنیم که هر محصل هم سن خودش است. در این صورت هم‌سن بودن یک رابطه معادلت در ۸ است. 
(× همسن 7 است |4 ×64 (نرہ×د)) = 6 
1. چون هر محصل هم‌سن خودش است پس €4 ۳۶ء )ند 
2 اگر 4> ر ۸و × باشند. طوریکه ,× هم‌سن رد است پس × نیز هم‌سن × است؛ بنابران 
0 € (,,ر() > 6 ع RR)‏ > ودالق× 
بنابرآن ‏ متناظر است. 
3 اگر 4 € و ردیر باشند طوریکه ,× هم‌سن ر× و ر۲هم‌سن ولد است. پس ,× همسن × است. 
0 € (ہ×و×) > ٤ء‏ (بددرر) ہ ۱ء (یدہَد)) جال > ہحالہد ری 3 
بنابران کا انتقالی است. 
در نتیجه ۸ یک رابطه معادلت در ۸ است. 
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پلان ارائه لکچر سوم 
موضوع: حاصل ضرب کارتزین دو ست 
هدف: تصحیح, تکمیل و توضیح مطالب مربوط این بحث در کتاب درسی ریاضی صورت گرفته روشنی انداخته شود. 
1 استاد از طریق استادان ترینر این بحث را به وضاحت تشریحمینماید - تعریفات د رمثالها و مفاهیم را توضیح 
میدهد. 
(وقت 40 دقیقه) 
2 بعداً دیالوگ در مورد مفاهیم و تطبیق آن, خاصتاً تعبیر هندسی» صورت می گیرد و فعالیت‌های ذیل را تطبیق 
می‌نماید. 
(20 دقیقه) 
فعالیت ها: 
جوره‌های مرتب تعریف گردیده اصول (اکسیوم) جوره‌های مرتب داده شده است. 
فعالیت اول: در ست‌های مختلف اعداد تطبیق گردد. 
حاصل ضرب کارتزین دو ست به شکل عام آن تعریف و توضیح گردیده است. 
فعالیت دوم: مثال های متعددی در کتاب درسی از جانب لکچر دهنده آماده گردند. خاصتاً در ست‌های مختلف اعداد. 
حاصل ضرب کارتزین یک ست در خود ست تعریف گردیده و ان در 1۸×1۸ ست اعداد حقیقی تطبیق شده است. 
مستوی کارتزین توضیح شده است و تعبیر هندسی آن در تقابل یک به یک آن بین نقاط یک مستوی و حاصل ضرب 
کارتزین 1۸×1۸ داده شده است. 
فعالیت سوم: مثال های متعددی از حاصل ضرب کارتزین زترول های مختلف داده شود و تعبیر هندسی آن ارائه 
گردد. 
فعالیت چهارم: از دو نوع اشیا قابل شمارش مانند پنسل‌ها و قلم‌ها یا لوبیا و نخود یا کتاب ها و کتابچه ها جوره‌های 
مرتب می‌سازند. 
ق انیم این معا و سال رام کات کرس ی ماش و مایا وا ای ماده شاد 
دریافت کرده با ترینر در میان میگذارد. 
(20 دقیقه) 
4 نتیجه‌گیری بحث لکچر صورت میگرید. 
(10 دقیقه) 
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ریاخی حنف د کے 
تابع و مکهوم آن 


هدف: تصحیح, تکمیل و توضیح مطالب در مورد یک تابح است که باید است به آن دقت صورت گیرد. 

یک تابع به طور دقیق آن تعریف گردیده است و با رابطه دوگانه ربط داده شده است؛ مگر یک تابع را یک رابطه دوگانه 
با یک شرط داده شده خوانده ایم. 

دومین- کودمین شناختانده شده و گراف یک تابع که توسط یک اصول یا روش مشخص تعیین میشود. تعریف گردیده 
است. ارایه توابع به اشکال مختلف آن داده شده و توابع عددی معمول معرفی گردیده اند. 


فعالیت اول: تعریف تایعبه طوردقیق و عملی آن تطبیق گردد. 
فعالیت دوم: فرق بین رابطه دوگانه و یک تابع توضیح و در مثال ها داده شود. 
فعالیت سوم: انواع مختلف توابع در مثال‌ها داده شود. 


تابع (Application Function)‏ 
تابح یک نوع رابطه دوگانه است که بین عناصر یک ست و یا دو ست تعریف میشود. 
تعریف: قبول کنیم ۸ و 8 دو ست بوده و  <)۸,0,(‏ یک رابطه باشد. رابطه ؟ را رابطه تابعوی یا تابع 
می‌نامند اگر شرط ذیل را صدق نمائید: 
( ,۸) برای هر €4 ۲ تنها یک عنصر 8 > 1 وجود داشته باشد طوریکه 2 یا >( ,:). 
بعضاً شرط ,۸ را چنین هم می‌نويسيم. 
( ,۸) رابطه ( ,4۸,0 )  <‏ را تابع گویند اگر برای هر 64 × از 26 ( ۲,2 و 6> (زبند) 
> زر نتیجه شود که ر = ر است. 
در اینجا نیز 4 را دومین (قلمرو یا ساحه تعریف)ء 8 را کودومین (قلمرو یا ساحه قيمت‌ها) آن» 0 را گراف همین تابع 
گویند و سه تائی (4,6,8) < 7 یک تابع است. 
برای یک عنصر ۸ > × یگانه عنصر 8 € ۲ را که 66 ( , ) باشد به نام قیمت تابح گر در × یاد می کنند. یا 
تصویر × ذریعه f‏ نامیده میشود و آنرا معمولا به وسیله (3) گر نمایش میدهند. 
بدین ترتیب ارتباط دو عنصر را ذریعه <- ۲ یا ]2 یا  )(‏ = 7 می‌نویسند. 
=f )( <), ( 0‏ ر وبنبران (4ء | ((ع) 16 < 6 
f )×(‏ برای هر × تنها یکی می‌باشد از اینجا اصطلاح مربوطیت ‏ به میان می‌آید که در آن × را متحول مستقل و 2 
را متحول مربوط آن گویند زیرا قیمت 7 مربوط به قیمت متحول × میشود. 
هرگاه (4,6,8) = گزیک تابع باشد آنرا به اشکال 
] ج Bl f:4‏ .َ‫ 4 


y> )(‏ () برچ در 
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می‌نویسند و چنین می‌خوانند که ( ]) تابع است که بالای ۸ تعریف شده و در 8 قیمت می گیرند بعضا یک تابع ‏ را 

به وسیله همان اصول (روشی یا فورمولی) تعریف می کنند که قیمت تابح گرا در × یعنی (۲) را محاسبه می کند مگر 

درین طور حالات گفته میشود که 8> 4: تابح است که ذریعه فورمول (×٭)م = لیا 

=f )(‏ رج × از 4 به 8 تعریف شده است. 

به صراحت باید گفت که تابع به هر شکل که افادہ شده باشد باید در تعریف آن به طور ضروری سه عنصر ساحه تعریفه 

ساحه قيمت‌ها و همان اصول یا روشی که قیمت‌های تابع را محاسبه می کند و گراف آنرا تشکیل میدھید. موجود باشد و 

جمعاً همین سه تائی یک تابع را تشکیل میدھید. 

مثال‌ها 

1 فرض کنیم ۸ یک ست بوده و اا > 3 متشکل از صرف یک عنصر زاس تین صورت (8 ,6 اک۶ 
یک تابح است در حالیکه ( 4 > |(, , 102 = 6 گراف آنست. این تابع به نام تابح ثابت یاد میشود. 

هرگاه این تابع را به شکل فورمولیک آن بنویسیم داریم که r‏ ۲ 728 


طور نمونه اگر ۸[ = 4 و (5 = 8B‏ باشد در آن صورت (5) ج 7۲: یک تابع ثابت است. 


=f )× (=5‏ پر 


2 فرض کنیم 2,4,6,8,10) = 4 , (2و, کم ,کر1۳< 8 بوده و 58 4: کر که: 


7 


".مہ ہے ۱ 
سی جھھ ۱ 


درین ضورت 
= (8) 8 , 2(<۷) 7ج2 , 7-<(4) 4 , د(6) 7ج 6 
و ×=(10) 10-7 بوده و بنابران این تابع عبارت از: 
f =(4,G,B)‏ 
است. در حالیکه 8ے 2, ۲, 7,5,۷ بوده و به نام ست تصاویر یا رنج یاد میشود. 
Im f = Range f = {r,S,W,X,Z}‏ 
این تابع در آغاز به شکل دیاگرام آن تعریف گردیدہ و بعداً شکل فورمولیک به آن داده شده است. 
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ویساضی صنف ده مر 
3 همان ست‌های (2,4,6,8,10! = 4 و 2, ×, بر ک, 1۳ 8 را در نظر گیریم. فرض کنيم. 
4B‏ ۸: و 


قار کیل ریف قد امت 





طوریکه 
g£(10=y‏ , 8(22)ع , g£(4x , g£(6)=s‏ و 2(<۲) , ۳-<(82)2 


ع تابح نیست زیرا ۲= (2)2 و ۷= (2) £ یک عنصر 4 ٤‏ 2 دو تصویر را دارا است. 
4) فرض کنیم باز هم (2,4,6,8,10!< 4 و ( 2, ۴م ار ک,۱۳< 8 بوده 8 <- ۸:4 قرار ذیل تعریف 


گردیده باشد. 


4 





۱ 


10 
h(6) =r h(2)=s 


/۱)10( < ۲ h(8) - 


دیدہ میشود که 0 تابع نیست زیرا عنصر 4 > 4 تصویر ندارد به عبارت دیگر به کدام عنصر 8 ربط داده نه شده است. 
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5) ست اعداد حقیقی ]را در نظر گیریم فرض کنیم (25 = ” ر + ”×| 78[ 7[ > ( بر م)) = 6 باشد. 
دراین صورت (IR, G)‏ > ۲ یک رابطه بوده اما تابح نیست. چنانجه ترسیم هندسی 6 خود یک دایرہ است که مرکز 
آن مبدا مختصات بوده و شعا آن 5 = ۲ است. 





دو تصویر  ,‏ و ول را دارا میباشد. بازهم به این معنی است که ۶ × دو تصویر را دارا است و 8۸ تابع نمی‌باشد. 














6 هرگاه ۸ =4 ست اعداد حقیقی و (0) ں +8[ باشد فرض کنیم. 
}25 = 2 + * | (0) ۲۷+ 1۳*۲( ,10 = 6 درین صورت یک تابع است ترسیم هندسی گراف 
هذا یک تیم دایرۂ به مر کز مبدا مختصات بوده و در دو ربح اول و دوم مختصات قرار دارد. 





توابع به اشکال مختلف ارائه می گردند طور مثال 
1) توسط دیاگرام 

2) توسط جدول 

3 به شکل افاده های الجبری 

ذریعه فورمول 

ذریعه چندین فورمول 


U1 


سے ووو سے 














رباضی حنفک دص مر 
ارائه توابع به شکل دیاگرام. قاعده ارتباط آن‌ها توسط دیاگرام داده میشوند مانند مثال (2) 


ارائه توابع به شکل جدول. بعضاً اگر ست‌ها متناهی و قابل شمارش باشد میتوان یک تابع را توسط جدول ارائہ 
کرد. 
مثال: اگر B > )1,2,3,4,3( 9 A4 = {a,b,c,d ,e}‏ باشد. 9 وب :A4‏ ۸ در جدول ذیل داده شده باشد. 





در این صورت اشکال گراف آن 
(ظء(ء) f ) (| 6۸ ^f‏ )1 < 86 
((1(,)2,4, 0) ,(6,2) ,(0,3) و(۵,5)) = 


بدین ترتیب داریم که 4(=5) f )6(<1 ,  )(<3 , f‏ , 1<() و 4-<(4) 1 
توابع صریح و غیر صریح. در بعضی حالات توابع طوری نوشته شده می‌باشند که فورمول آن به شکل (×)۴=ل 
نبوده بلکه متحولین مربوطة آنها از هم جدا شده نمی باشند و به شکل افاده‌های الجبری می‌باشند. 
این نوع توابع را به نام توابع غیر صریح ۳۱۳/108 1۳001101 یاد میکنند. مانند 1 بر + × بعضاً این نوع 
تابع را به شکل یک افاده خوانند اما اگر این با در نظر داشت ناحیه تعریف آن به شکل خر- 31« آورده شود به 
نام تابع صریح ۳۱101 ]۳601101 یاد میشود در توابع غير صریح کوشش بر آن بايد شد که تا حد امکان به 
شکل تابع صریح آورده شود. 
مثال: تابح مثال (6) را در نظر بگیریم که در آن (25 = ”ر + ”× | 0ں + 7107 (بز,د)) = G‏ است. 
میتوان آنرا به شکل 

f : 1 جہ‎ [78 + ۵0 


× - 25+ < (0) < بر 


۵ توابع یکە به شکل یک فورمول داده شده باشند. 
مثال: 
f :IR 7٤7‏ 
f (x)=x7+2x -1‏ 


۰ توابع یکە به شکل چندین فورمول افاده شده باشند و آنرا توابع چندین شاخه‌یی نیز خوانند. 


مثال اول: 
7 ج 1 : f‏ 


E E 


2-1 و‎ x (2-رمم)ع‎ 
1 (x)14 و‎ Xx 21-2,2[ 
x +1 (م,2)ء × و‎ 
مثال دوم:‎ 
[ :IR-+>IR 
1 , × 00 
1, xel = IR\Q 


تعضی از انواع خاص ترابع 
٭ تابع عینیت. برای هر ست ۸ تابح 4ج 4: کر , ×=( برای هر 2 × را تابع عینیت در 
4 گویند. 
مثال: تابح ۲ ۸7[: f‏ , ۲*<() برای هر 6/۸ × تابع عینیت در *11 است. 


٭ تابع علامت. تابح (1,0,1- ج ۸[: گر است که ذریعه فورمول‌های ذیل تعریف شده است. 


(00,0)ع x‏ , 1 
x =0‏ و ۱0() ۶ 
(ہ,0)ء × , 1- 
٭ توابع عددی. توابع که ساحه تعریف و ساحه قیمت‌های آن ست‌های اعداد باشند به نام توابع عددی ياد 
می گردند. 
مال ها معمول آت 
٤7ہ‏ 7:178 
7٢‏ .ے2 -(۲) [ 
۶ب 1: fy‏ 
تابع عینی 
(=x‏ [ 
7٣‏ جہ 7:178( 
اع 
(x)=ax +b , a,belR‏ [ 
7 ج f, IR‏ 
تابح درجه دوم 
J )۲ (< ۵۵۲ +bx +6 , a,belR‏ 
یا به صورت عموم 


______ 63 ا 


رباضی حنفک دص م 
7ر ج 7:1 


آ رب ER‏ هروه و 6 .+ tax‏ و" +6  )(‏ 


تابح پولینومیال 
یادداشت باید کرد توابع ,7« وگر, او گر حالات خاص توابع پولینومیال اند. 
8ج 7,1 


<<( کر 
Jf ,:(0,2) ۷ (4,00) 3> IR‏ 
3- ×2=())) [ 
f4 :IR >[0,1]‏ 
()=sinx‏ [ 
۴ج f, :IR,‏ 
aelR,‏ و J ((&)=log,x‏ 


تابع لوگارتمی 


7۰ جہ :مر 

,۸ء , J (x)=a‏ 
همه توابع عددی اند. 
تابح چندین فوموله قبلی یک تابح عددی است. 
تبصره مهم. بعضاً توابع را بصورت کل 1۷801011018 خوانند و توابع عددی را تابع یا ۳۱610 گویندہ اما بالعموم 
Application Mapping‏ و Function‏ یک مفهوم را ارائه میکنند. و توابع که ناحیه‌های تعریف و 
قیمت‌های آن ها ست‌های اعداد باشند آنرا توابع عددی می گویم. 
توابع ناطق: اگر () و (5) دو پولینوم با ضرایب در اعداد حقیقی باشند. تابع 


1 (= , f ۱1۱ 21۱-0 
q(x 





را تابع ناطق گویند. یا اینکە تابع ناطق را چون نسبت دو پولینوم تعریف میکنند. چنانجه 
f :IR\{0} > IR‏ 


= 


X 


ام--ے-- س-صت- ووو سے 


E E 


f :IR\{-2,3} > IR 


4x ° + و‎ +2 
[ )(<- 
XxX -x× -6 


مثال‌های توابع ناطق اند. 
هرتابع پولینومیال خود یک مثال یک تابح ناطق است. 


توابع غیر ناطق. اگر در یک تابع توان‌های کسری يا توان‌های غیر تام برای متحول وجود داشته باشد آن را غير 


ناطق گویند. 
مثال‌ها 
:IR, -< IR‏ [ 
×لہ-()/ 
IR‏ > 0 > 1+5×2| 17ء f :IR,\{x‏ 
2x + ۳‏ 
سے( [ 
5x‏ + 4/1 
توابع غیر ناطق اند. 
تساوی دو تابع 


=٣‏ 6۸ × داشته باشیم که (×)9 = (۲) f‏ (تصاویر شان باهم مساوی باشند.) 
8ج f :IR‏ 


7 )۲( << 


7 م- 0): و 
(٩‏ 
باهم مساوی نمی‌باشند و از هم مختلف اند. 
تا کف رتا ای اس که نز ضرق تام ھا کرس و رکون و ی اصول شکض؟ أن نايد داد ماد اف و یا 
قبل از قبل مفهوم شده باشند. 
مثال: فرض کنیم ۸ ست همه قطعه خطهای محدود در یک مستوی ۳ 
(3 قطعه خط محدود در مستوی ۴ | 12- 8 
و 8 ست همه مساحت‌های» همه مربع‌های باشد که ذریعه هرقطعه خط محدود (هر عنصر 64 ) تشکیل می گردد. 


--ے----ص سے ,۰6پ 





ویساضی صنف ده مر 
B - 1*۱۵ 1(‏ 


درین صورت میتوان تابع 
اب ۸: [ 


2 

(a) 20‏ [ 
را تعریف نمود طوریکه به هرقطعه خط محدوده مساحت مربع تشکیل شدة آن یعنی 22 را ربط میدهد. 
یادداشت. هرگاه تابح معلوم باشد گراف آن ضمن تابع تعریف شده می‌باشد و اگر گراف آن به شکل الحبریک آن 
تعریف شده باشد. میتوان تابع ازآن یافت اما اگر گراف ان در مستوی با فضا ترسیم هندسی داشته باشد از روی ان پیدا 


کردن فورمول تابع به فکر من مشکل و بعضاً ناممکن است. 


سے سک لت 64 س 


جھکتتگک' 


پلان ارائه لکچر پنجم 

وقت لکچر 40 دقيقه وقت 

مناقشه 30 دقيقه وقت 

نتیجه گیری 20 دقیقه صورت گیرد. 

البته شده می‌تواند این ارایه توسط دو شخص انجام شود که در آن صورت برای هرلکچر ارزیابی 20 دقیقه 
برای هر دیالوگ 15 دقیقه 

و برای هر نتیجه گیری و ارزیابی 10 دقیقه وقت داده میشود. 

مثال‌ها از کتاب درسی صنف دهم انتخاب و کار شود. 


م5 سس 


ریاخی حنف د کے 
انتقال کراک‌ها ( انتگال افقی و عمودی و انتقال همزمان اققی و عمودی ) 


فرض نمائیم که گراف تابع (ع2) گز > به حیث معیار داده شده باشد و نتقال آن به اشکال دیگر مطلوب باشد. این 
تغییرات و انتقال گراف‌ها به اشکال مختلف انجام می گیردہ که درین جا انتقال عمودی» افقی و انتقال همزمان افقی و 
عمودی را مورد بحث قرار میدهیم. 
1- انتقال افقی (گراف تابح ((۵ - ) f‏ = لز: گراف تابع (×) f‏ = ل مفروض است. می خواهیم گراف تابع 
(۵ - )7 = ل را رسم نمائیم. 
اگر نقطه (م ور ٭) 1 روی گراف تابع () f‏ = 7 باشد درین صورت نقطه (,2, + ں×) 1 روی گراف 
تابح ( - ) f‏ = ل قرار داد برعکس اگر 
a) > 9‏ - و + f(x,‏ = پر >= (و - M (x +a,y,) ey = f (x‏ 
Yo) € 7)×(‏ مد) ۸۸ < (مد) yo = f‏ 


پس میتوان گفت هر نقطه به فاصله 260 در گراف تابع () ] (بدون تغییر ترتیب) در گراف تابع (۵ - )گر = ل 
به نقطه» به فاصله (2 + 16) تبدیل می‌گردد. 

بنابراان برای رسم نمودن تابح (۵ - )۴م = لکافی است که تمام نقاط گراف تابح (6) = لرا به اندازه 
ق کی مسر دتم کا دس 

اگر0 < 4 باشد» در ین صورت هر نقطه گراف تابح (×) f‏ = ل به اندازه ۵ = × به طرف راست محور ٨‏ انتقال 
می‌یابد و اگر 0 > 4 باشد. درین صورت هر نقطه از گراف تابح (6) گر = 7 به اندازه ۵ = ۲ به طرف چپ انتقال 
می‌نمایند. 





/ 66 1 سے کس سس ٹس 


E E 





مثال: از انتقال گراف 2 = ل گراف تابع 2(2 + ) < را رسم نمائید. 
حل: اگر گراف تابع 22 = 7 به اندازه 2 واحد به طرف چپ انتقال داده شود گراف تابح 2(2 + ) = 7 حاصل 
می‌شود. 





مثال: از انتقال گراف 262 = ل گراف تابح 3(2 - 2) = ل را رسم نمائید. 


ضىس9ى._ص .---×ط×- شس ےار ۰ 


ریاخی صنف د کے 


حل: اگر گراف تابع 22 = 7 به اندازه 3 واحد به طرف راست انتقال داده شود» گراف تابح 3(2 - ×) = لبه 
دست می آید. 





مثال: از انتقال گراف || = « گراف تابع |3 + ×| را رسم نمائید. 
حل: اگر گراف تابع |2| = 7« به اندازه 3 واحد به طرف چپ انتقال داده شود گراف تابع |3 + ×| = 7 حاصل 
میگردد. 





مثال: از انتقال گراف [] = ل گراف تابع |2 = | = ل را رسم نمایید. 


/ 8 7 سس 


حل: اگر گراف تابع |2| = 7 به اندازه 2 واحد به طرف راست انتقال داده شود گراف تابح |2 - ×| = 7 حاصل 


ر 


می گردد. 





2- انتقال عمودی (() + ۷ = /) انتقال عمودی یا به طرف بالا یا به طرف پائین می‌باشد. گراف تابع 
f )×(‏ = لرا رسم نموده و از انتقال گراف تابع (د) f‏ = 7( گراف تابع (×) f‏ + ط = ل[را رسم 
می‌نمائیم اگر نقطه ( ,ر ,متد) ۸۸ روی گراف تابع (>) f‏ = ل باشد. درین صورت نقطه (1,4-) روی 
گراف تابع (×) f‏ + = ل است. بر عکس اگر 

/ 
ef )۴(‏ رم زر ) ۸۸۷ <() (x)>yo=f‏ 77+ اطع و + ا<() 7+ M (xob +yo Jey =D‏ 
پس هر نقطه با ترتیب 70 واقع بر گراف تابع  )۵0(‏ (بدون تغییر فاصله) در گراف تابع (5) گر + 0 = 7 به ترتیب 
در نتيجه برای ترسیم تایع () f‏ + = لر کافی است تا تمام قاط گراف تابع () گرا به اندازہ ظ = در 
امتداد محور ل تغییر مکان دهیم. اگر 0 < ط باشد در این صورت گراف تابح (26) گر به اندازه = به طرف بالای 
محور ا انتقال می‌یابد و اگر 0 > باشد درین صورت گراف تابع (26) ] به اندازه ۵ = 7به طرف پائین محور 2 
انتقال می‌یابد. 


/ 69 7 سس 


ریساضی حنف دهم سم 


(x)‏ [+ بے ر 
b >0‏ 


J =b 





=b +f (x)‏ بر 
b<0‏ 


مثال: از انتقال گراف تابع ”× = ر گراف تابع 2 + ”× = دز را رسم نمائید. 
حل: اگر گراف تابع ”× = دز را به اندازه 2 واحد به طرف بالا انتقال دھیم گراف تابع 2 + ”× = رر به دست می آید. 


0ل 


جھکتتگک' 








مثال: از انتقال گراف تابع ”× = ر گراف تابع 3 - ”× = دز را رسم نمائید. 
حل: اگر گراف تابح ”× = بر را به اندازہ 3 واحد به طرف پائین انتقال دھیم گراف تابع 3 - ”×  <‏ بدست می آید. 





ریاخی حنف د کے 


مثال: از انتقال گراف تابع | × |= ر گراف تابع 2+[ |= بز و گراف تابع 2- | × |= نز را رسم نمائید. 


حل: اگر گراف تابح | × |= ل را به اندازه 2 واحد به طرف بالا انتقال دھیم گراف تابح ۲2 | × |= ل به دست می‌آید 
و اگر گراف تابع | ×  <|‏ به اندازه 2 واحد به طرف پائین انتقال دھیم گراف تابح 2- | × |= 7 حاصل می‌شود. 





2 ڑے 2 
0 1- 0 
4 3 4 





3- انتقال همزمان افقی و عمودی (گراف تابع (۵ - )گر + ط = ): در حقیقت اولاً از انتقال تابع (6) ۶ 
گراف تابح ( - )گر = لرا به شکل افقی رسم نموده و بعد از آن از انتقال تابح (۵ -- )گر = لبه 
شکل عمودی گراف تابح (8 - ×) f‏ + ۷ = ل را دریافت می‌نمائيم. 


تست توح 


اگر نقطه (م زرم ) ۸ روی گراف تابع () گزباشد درین صورت نقطه (9 + ,۵ + ) ۸ روی گراف 
تب (۵ = )گر + ظ = لزواقع است و برعکس اگر 
/ 
+f (x, +a — a)‏ ط- +b‏ ( < (و- =b+f (x‏ بر (ط+ 0۱ +0 ) ۸۷ 
ef (*)‏ (و بر, ) 1 << (و) =f‏ و زد 


بنابرین برای رسم نمودن تابح (۵ -  )‏ + 0 = ل هر نقطه از گراف تابح () f‏ را به اندازه 2 به امتداد محور 


× و به اندازه 0 به جهت محور ‏ انتقال میدهیم. y‏ 
() [< بر 
X‏ 
y‏ 
=b+f (x -0(‏ بر 





y =b+f (x -۵( 





مثال: از انتقال گراف تابح 2×=ر گراف تابع 1(2-3 + ٭) = (×)۸ را رسم نمائید. 


تست از و ای 





رباضی حنفک دحصم ہرم 

حل: سے 1(2-3 +6 ک مار به فكل 3 - 960 < راید نات در حایکه 
1(2 + ) = ()و در اول گراف تابع ×= را رسم نموده و آنرابه اندازہ یک واحد به طرف چپ محور ‏ انتقال 
میدهیم تا گراف تابح 1(2 + ) = (2) 0 حاصل گردد. بعد از آن تابع 1(2 + ) = (1) را به اندازه 3 
واحد به طور عمودی به طرف پائین انتقال میدھیم که گراف تابع 1(2-3 + ) = ()۸ حاصل می گردد۔ 


۳( + ) - (۴)ج 
h(x )= (x +1)” -3‏ 








مثال: از انتقال گراف تابع || = #گراف تابح 2 + |3 + | = لرا رسم نمائید. 
حل: 
2 3 3ہ 2 1- 1 0 Xx‏ 
g (x)= x +3|‏ 


h(x )=|x +3|+2 





)=3,2( 


0 


ریساضی حنف دهم ےھر 


پلان ارائه لکچر ششم: 
1. یک تن از شاملین به همکاری ترینر مفاهیم انتقال عمودی» افقی و همزمان را از روی متن فوق در یک مثال 
تشریح کردہ به روی تخته یا کاغذ گراف عملا اجرا نماید. 
(وقت لکچر 40 دقیقه) 
2 طالبایئ مثباقی را در مناقشه صنف قاملین بحث میکنند. 
(وقت 20 دقیقه) 
3 یک الگ پر مو صوعات صورت کیرد 
(2 دقیقه) 
4 در اخر ترینر نتیجه‌گیری بحث و ارزیابی لکچر نمیاد. 
(10 دقیقه) 
مثال‌ها از کتاب درسی صنف دهم انتخاب و کار شود. 


لم 776 لس 


E E 


توابع بایجکتیک و معکوس پذیری توابع 


مفاهیم توابع انجکتیف سورجکتیف و بایجکتیف بنابر داشتن خاصیت‌های مشخص توابع تعریف گردیده اند و تابع 
معکوس تعریف و با توابع بایحکتیف ربط داده شده است. 

متذکر بايد شد که تعبیر گوناگون ازین نوع توابع دیده میشود اما مطالب که درینجا داده شده است تصحیح شده دقیق. 
کامل بوده و توضیحات لازم خود را دارد. از آنرو از خوانندگان محترم تقاضا می‌شود که این مفاهیم ریاضی به دقت دیده 
و به طور دقیق به کار برند. 

تعریف: یک تابع ق ج ۸: را انحکتیف 10[66011۷76 یا ([0۳6 -0۳6) گویند» اگر برای هر دو عنصر 
4 > و 1,۲ وقتیکه و ,۲ باشد. نتیجه شود که (و ) /< (,) یا معادل آن اگر (و ) 7/<(,×) 7 
باشد نتیجه شود که ر × = , × است. 


مثال‌اول: فرض کنیم (10 ,8 ,6 ,4 ,۸۵12 و }ع با d, e,‏ ب6 را ر8<)8 دو ست بوده و 
f‏ 


وی ال وړ 8و gu‏ : مر 


/ (2)=c 
/ (4)=a 
/ (6)=b 
/ (8)=g& 
7 )10( 04 





یک تابع انجکتیف است. 
مثال دوم. تابح 1+ 78آ : ۴ر 3× =  )(‏ یک تابع انجکتیف است. چنانجه اگر ۸[ € ر ۲,, × باشند 
طوریکه (1(=)×2×)؟ اینجا یا رد = × است. 


مثال سوم. تابح ۸[ ج :پر ×=( ×) پر برای هر ۸[ € یک تابع انجکتیف است. 


تعریف. یک تابح 8 ج4 : گر را تابع سورجکتیف (۱[661176) یا ([0۳10) گویند اگر برای هر عنصر 
B‏ € ر یک عنصر 64 ۲ وجود داشته باشد» طوریکه (۴)  <[‏ 


بسح تست[ تس 


ریاضی حنف دھ ےم 


مثال‌ها 
1) مثال اول قبلی تابع سورجکتیف نیست زیرا برای» 8 6 ۵ و هم 8 7 عناصر در ۸ وجود ندارند که آنا 
تصاویرش باشند. 
2) تابع 
7:18 
f (x)=‏ سس پر 
یک تابع سورجکتیف زیرا برای ا[ € ۷ عنصر ل 5 A‏ = × وجود. داردطوریکه رر > )7 
7 بل 


3 برای ست 4 تابع عینی آن 4 <4 : ,2,1 = (),1یک تابع سود جکتیف است. 
تعریف. یک تابع 8 ۸-۲ : ۶ را بایحکتیف 16011۷76 يا 0۳6 10 086 گویند» اگر f‏ انحکتیف و هم 
سورجکتیف باشد. 
مثال ها 

(1) تابح عینی هر ست 4 <- 4 : ,1 بایجکتیف است. 

(2) تابح ۸ ج ۸ : ,2( یک تابع بایجکتیف است. 

(3) اگر (ہ,4,ء ,ط,ھ) = 4 ,(2,3,4,5,6) - B‏ 


4 ج40 :ر7 
f )a(=4‏ 
6-(ط) f‏ 
f )6(<3‏ 
f )0(-5‏ 
f )2(-2‏ 





یک تابع بایجکتیف است 
(4) تابع ۸ ج ۸ : ,<<( یک تابع بایجکتیف نیست انجکتیف نیست زیرا برای ۸ 9€ دو عدد ۸ € 3,3 
- وجود دارند چنانجه 
f )-3(‏ = (3-) = 9= ”3= (3)ر 
اما 3-3 
این تابع سورجکتیف نیز نیست زیرا برای ۸ € 3- عدد ٤8‏ × و جود ندارد که برای آن )7 مساوی به 3- شود. 
اگر فرض کنیم 3- له = × باشد انگاه ۶1۳ × 
(5) تابع ® ج 18 : ز ,|×| = (×) کر تابع بایجکتیف نیست زیرا برای ۸ ٤‏ 2- ,2 داریم که 2-2 اما 
2 = |2| = (2)/ 
2 =|2-| =(2-) / 











سس ۔-- سس سے 77پ ت_ 








داشته باشد طوریکه 14= 67 و و1= 70۳ در حالیکه م1 تابح عینی ست ۸و م1 تابح ست 8 است. 


این طور تاع "را سکرس تاح ۲ که مول اترا یه رسلا ٦۴ر‏ کایٹن بوخ 


























مثال ها: 
_ 4 1:۸4 
(1) تابح عینی هر ست 4,4 <- 4 : ,1 معکوس پذیر است و معکوس آن 
۱۳۹ 
)2( تابع ,7 <- : ۶ر,-10- ()7 یک تابع معکوس پذیر أشنت زیرا تابع R‏ ہہ :2,۲ ع٥ا‏ = ()/ تابع 
معکوس انست طوریکه: 
RR oR‏ 
fof‏ 
(fof )(x) > ۶ (f(x))= £ (10°)=log10" = x ,Vx 7‏ 
0 
(fof )(x)= ۶) (x)) = £ (logx) - ۱0۳۲ = x , ۷۲ ۴‏ 
و 4 
+ ۳ + 
fof‏ 
پس ارک ا اښت: 
و ا E‏ لی واد )ر یک تاع مکوس پذیر اسکہ زیرا ابح 8 تر 
× = (×) کر معکوس انست طوریکه 8 > (fr)( 9= £ )۶)(( = £ (x)= (x) =x , Vx‏ 
0 


نے 








f (f (| f (°) = î = x ۷ >‏ >(د) ( (ff‏ 
دعوی (بدون ثبوت): یک تابع 2 ج ۴:4 معکوس پذیر است اگر و تنها اگر کر یک تابع بایجکتیف باشد. 

پس اگر یک تابع بایجکتیف باشد آن تابع معکوس پذیر است و اگر تابع معکوس پذیر باشد آن تابع بایجکتیف است. 
تبصره ها: 


1 در بعضی موارد دیده شده است که توابع انجکتیف 006-0116 را توابع معکوس پذیر گفته شده که صحت آن 
درست زر بىست. طور مثال تابع 


779 









































۱ 


سس 


4 یک تابع انحکتیف است اما سور جکتیف نبوده و معکوس پذیر نیست. 


٠ت‎ OO CQ تح ھ‎ 


© دا 


2 بعضاً تابع انحکتیف را تعریف نمودہ و انرا 0٥1001016‏ گفته که این هم 076-076 بوده و 0116100116 
تابع بایجکتیف تعریف میگردد 


-۔-- سے ےت 80 س 


پلان ارایه لکچر هفتم 
این لکچر بین دو شاملین سیمینار تقسیم می گردد و هر کدام با آماده‌گی قبلی برای 20 دقیقه لکجر میدهید پس از 
نتیجه گیری و ارزیابی می‌نماید. 


-ے--ے۔-۔---- سس سس سس ۔ 81 س 


ویساضی صنف دش مر 

توابع ناطق و گراک آن ها (مجانب های عمودی. اققی. و مایل ) 
کر قاق تلق غازت ار اع امت کد ار غار میت دو تان پواہترنی کین فدہ ادد اگز 3( باشد 
در حالیکه 4 ۶(×)ع و (×)م پولینوم ها اند درین صورت (×) ۶ را تابع ناطق گویند. طور مثال توابع 


- <() , 7 -()۲ , )ع و 1+ ”× = (×)م توابع ناطق اند. 








دریافت ناحیه تعربف یک تابع ناطق: ناحیه تعریف تابع ناطق سیت تمام اعداد حقیقی است بدون آن قیمت های 
× که در آن مخرج تابع ناطق صفر می شود. 
مثال: ناحیهتعریف هریک از وان ناطق ذیل را درافت نمائید. 


x x +3‏ ۳ 
-(۸0. گت = )ی و )۶ 











حل: در تابع ()7 مخرج تابح به قیمت 2-× صفر می شود» پس عدد 2 در ناحیه تعریف تابع ناطق (×) 7 شامل 
نیست یا (2 ,> /) =(×) / 0۳ در تابع (×) ع به قیمت های 3+ =× مخرج تابح صفر می شود در 
نتیجه اعداد 3 و 3- در ناحیه تعریف () ع شامل نیست. 


Dom g(x)={(x/xeR,x#*3,x#-3} 
مخرج تابع (×)۸ به هیچ قیمت حقیقی × صفر نمی شود پس ناحیه تعریف (×) سیت تمام اعداد حقیقی میباشد.‎ 
Dom h(x)= R یا‎ Dom h(x) = (-0,+ 0) 
تعریف خط مجانب: مجانب» خط مستقیم است که شاخه گراف تابع (×) 7 = ر در بی نهایت مماسل شود مانند شکل‎ 
و به شکل عمومی مجانب به سه نوع است.‎ )1( 
مجانب عمودی‎ .1 
مجانب افقی‎ 2 
مجانب مایل‎ 3 


اکنون هر یک آنرا تشریح می نمائیم 





2)( 


1 مجانب عمودی: هرگاه دریک تابع ناطق .7 <(*) که صورت و مخرج فکتور مشترک نه داشته وه 





z0‏ () باشد. اگر 0 ۶ (2)4 باشد خط مستقیم 4 = × مجانب عمودی تابع (×) 7 = ر است که 


-س سس سس سس سس سس سس سس 8 ____ت_ 


موازی با محور « میباشد. تعداد مجانب های عمودی مساوی به جذر های مخرج میباشند یا به عبارت دیگر 
اگر × به طرف بی نهایت تقرب نمایند ٩(‏ <-۶) درنتیجه مب ج ()/ و یا جب () 7 . پس خط 
عمودی 4 < 1 محانب عمودی تابع میباشد. مانند شکل (2) 





2 مجانب افقی: هر گاه در یک تابع ا ( ۶ب طرف ہی نات تقرب نماد (مہد ج-×) و 
ھ8 


تابع (×) کر به یک عددمعین (ط×) تقرب می نمایند درین صورت گویند که ط = ر مجانب افقی است. 





3 مجانب مایل: مجانب که نه عمودی ونه افقی باشد نبام مجانب مایل یاد میگردد و شکل عمومی مجانب مایل خط 
مستقیم +77  <‏ بوده که به شاخه از گراف تابع (×) f‏ کر در بی نھایت مماس است. مانند شکل (3) 





--- سس سس سس سس سس سس 83 ____ت_ 


هرگاه درجه صورت یک تابح ناطق از درجه مخرج به اندازه یک واحد زیاد باشد واضح است که مجانب افقی نه داشته و 


درین صورت تابح مجانب مایل دارد. و پولینوم صورت را بر پولینوم مخرج تقسیم نموده و خارج قسمت عبارت از مجانب 
مایل است. 


y= f (x)+ لا‎ 





در حالیکه (x)‏ خارج قسمت و («) باقی مانده بوده و (x)= mx +b‏ کر y=‏ مجانب مایل است. 
گراف تابع ناطق: برای ترسیم گراف تابع ناطق باید نکات ذیل را درنظر گرفت. 
1. ناحیه تعریف تابح باید تعین شود. 


2 نقاط تقاطع گراف (منحنی) با محور × و محود . 
3 ت اب عا 
4 کمیات و ضیعه چند نقطه دیگر را تعین می نمائیم. 


و 2 
مثال 2: گراف تابع کے( را رسم نمائید. 


حل: ناحیه تعریف تابح سک -()/ تمام اعداد حقیقی است بدون 1- × 
ین 
Domf = R\{1!‏ 
2 تقاطع گراف با محور ×: نقطه گراف با محور × قیمت 0  )×(=‏ می شود در نتیجه داریم که 


5 27 2x =0 


0 < دز 708000۷ 
گراف تابع محور ‏ را در نقطه (0 , 0) قطع می نمایند. 
تقاطع گراف با محور ۷: باید 0 = × شود. در نتیجه 0ے = (0) ۰1 پس نقطه (0 , 0) نقطه تقاطع گراف با 
محور 7 است. 
جاتب فا 


مجانب عمودی: مخرج تابح ناطق  <1‏ << ۲-1-0 در نتیجه 1= × مجانب عمودی است. 


مجانب افقی: اگر × به بی نهایت تقرب نمایند 2 = (×) 6ٴر مجانب افقی است. 


2 2 
70070 
X 


سے روو سے 


مجانب مایل نه دارد. 


2 کات رید چ نکر 





% 4 2- 1 ہو ۱0 ت۔۔(م)/ 


5. نقاط تقاطع با محورات و مجانب ها و کمیات نقطه های فوق را در سیستم مختصات قایم ذیل تثبیت نموده و 
آنهارا باهم وصل می نمائیم که در نتیجه گراف تابع حاصل می گردد. 


مجانب افقی 2 = × 





مجانب عمودی 1= × 
7 2+ 1 
مثال 3: گراف تابع >-7 >  )۴(‏ را ترسیم نمائید. 
ال 
حل: ناحیه تعریف تابح سیت تمام اعداد حقیقی است بدون 2 = × 
Domf = R\{2}‏ 


2 تقاطع گراف با محور ×: باید (x×)=0‏ 7 شود در نتیجه 





در نقطه (0 , 2-) گراف تابع محور × را قطع می کند. 


قطع می نمایند. 


سس روو سے 


ریاخی حنف د کے 


3. معادله مجانب عمودی 2= × و معادله مجانب افقی 1= ر =(×) ۶ است. 
4 کمیات وضیعه چند دیگر 





x +1 





مثال4: گراف تابع =(×) ۶ر را ترسیم نمائید. 


اا 
حل: 1: ناحیه تعریف تابح سیت تمام اعداد حقیقی بدون 1= × میباشد 

Dom f = R\{1} 
تقاطع با محورات:‎ :2 


تقاطع با محور ٭: باید 0 = (×) ۶ باشد. 





3: محانب ها: محانب عمودی تابح 1= × است. چون توان صورت از محرج به اندازه یک زیات است بنابران محانب 





ے رب نم)7 


غو س 


در نتیجه مجانب مایل 1+ × است. 
مجانب افقی نه دارد. 


4 کمیات وضیعه چند نقطه دیگر: 


xXx |2 3 0 اه‎ -3 








p(x) 


تبصره: اگر در تابع کک ۸ , 7 به ترتیب درجه های صورت و مخرج باشد درین صورت میتوان 
1 اگر ۸> ۳ باشد محور × مجانب افقی میباشد. 
2 اگر ۸= ۳ باشد = ر مجانب افقی میباشد. ط عبارت از نسبت ضرایب حدود که درجه های آن 78 و 7 
3. اگر 7<7 باشد گراف تابح مجانب افقی ندارد. 
4 اگر درجه صورت به اندازه یک اضافه تر از درجه مخرج باشد گراف تابعء مجانب مایل دارد. 


رک فا قاط مت این رک با لد مایت غیرد را شرا بافت در کال کیک مات آلتی با ہک کات مال دارذ 


بات اق سس 


ریاخی صنف د کے 


+b 
مثال اتب فا و شاط قاطم پا ی رات تاع ناطق ہے = (×) کر را دیافت نمائید.‎ 





ad 7‏ و وف اف اھ ۲ b‏ 
حل: محانب عمودی ان 02 بوده و محانب افقی ان جو بوده و محور × را در نقطه [2,0-] 9 
محور ‏ را در نقطه ( , 0) قطع می نمایند. 
1 
2: گراف تابع - = () تر را ترسیم نمائید. 
۷ 


حل: ناحیه تعریف آن سیت تمام اعداد حقیقی است بدون 0 =× محور × و « را قطع نمی نمایند. مجانب افقی 


3 ربب إت .و 2 ا ۷ 





پر۔ 4= 1- پز 4 1 (»)1 


۳ 1 
3: گراف تابع e‏ را ترسیم نمائید 


حل: محوران را صطع نمی نمایند و مجانب عمودی آن محور « و مجانب آن محور × است و کمیات وضیعه چند 
دیگران قرار دیل است: 2 ]1 2 ,1 X‏ 





روو سے 


لکجر نهم 
قوانین نسبت های مثلثاتی حاصل جمع وحاصل تفریق دو زاوبه 
اکثراً در محاسبات عملیه های مثلثاتی به نسبت های مثلثاتی مجموع یا تفاضل دو زاویه ضرورت داریم اگر 0 و 8 دو 
زاویه اختیاری باشند درین صورت هریکی از زاویه های (م + 0) و (]م - 4) را بنام زاویه های حاصل جمع و 


حاصل تفریق دو زاویه گویند. باید متوجه بود که (6/ + 5170 مساوی به 570/8 + 5170 نیست و میتوان این 
خقیقت را برای 10 1۸8 ; 87 ۳ )101ا به وضع زوایای خاص مائند 0 30 وغیرہ به اقبات رسائد: 


مقادیر نسبت های مثلثاتی زاویه 6 + € را دریافت نماییم. 


قضیه:- ساین مجموع دو زاویه معلوم 64ء 8 عبارت اند 601 + ]۶702605 = )8 + 510/0 





0 P M 4 


نبوت: ۵ = ۵20 ق = ۵ (مق + 0) = 408 نشان داده شده اند. از نقطه ‏ عمود های 2۲ و 1 
را بالای شعاع های 04 و 06 رسم می نماییم. 


همچنان از نقطه ۸ عمود lı RH‏ بالای اشعه 0A‏ , عمود lı RQ‏ بالای قطعه خط ۳ رسم می نماییم. اکنون 
قیمت (6/ + 0) 51۳ عبارت است از 


DR OR 
کسر اولی را به چچ و کسر دومی را به < ضرب میکنیم‎ 


MR 

511) + 8) = 7 5D ` DE 
۱ MR OD QD OD 
sin(a + 8) = =.= 7 ` DE 


سس سس سس سس سس سس سس 89 ___ت_ 





ریاضی حنف دص ےم 
هرگاه رابطه فوق باشکل (1) تطبیق شود چنین نتیجه میشود که 


مر ۳۰ 
0 < سح 
OD 8‏ 











۱ OD D 
س , 0058 = ده , 0 810 < سح‎ = cC, 
OR OR R 


cossina cos Û +cosasin Û (1)‏ = رم + :51000 
ثبوت: در شکل (1) قیمت (8 + ۰0900 را دریافت می نماییم 


OP OM -PM 0۸ -OR 


cos(a + 8) = 
e OD OD OD 
OM OR 
cos) + (م]‎ = - > 
0 OD OD 
DR OR 
اکنه ۰ | | و سس 3 ایه 2 ہے ب نما‎ 
کنون کسر اولی را ب و وم ۱ می ر‎ 
OM OR PR DR 
cos(a +0) =. بسح‎ 
OD OR OD DR 
M OD 7۱ OD 
ہک نت ےووہ‎ 


OR OR DR DR 
cos(a +8) = cosa ‘cos Û - sina sin Û 


قضیه: تانجانت مجموعه دو زاویه معلوم 0 و 8 عبارت است از 


sin a cos Û „ 4 sin 7 1130 ۳ sin Û 
cosa cos cosacos _ cos cos 


1 +0)(= 7 

200 م دہ ہہ‎ 7/6 sina sin Û 
cosa cos cosacosÛ cosa 6 
tga +8 

مك لھا۔0 (a+‏ 
0 ام 1-19 


مثال: وزی "10 cos120°‏ و جم را دریافت نمایید 


حل: 








gg وو‎ 
cos120° = cos(90° + 30°( = cos 90° 60930 - sin 90° 030" 


----------ت--- ت سے 0« 












































1 .0+ رب 
2 2 2 
3 بو و + tg‏ 5 
TT 4 6 3‏ 7 
چک F7‏ پر تل 8 Ep‏ 
.1-1 سس هل وت[ 
5 6 4 
وو 
3+3 3 _ 
3-3 3-3 
3 


مثال: "910105 را دریافت نمایید 
"5+ 60° = "105 


حل: 
sin(60° +45 ( = sin 60 ۰:0: 45° + cos 60° ۰ 45°‏ = 918105 
RD‏ 
4 2 2 2 .2 


قضیه: ساین تفاضل دو زاویه ‏ و 8 عبارت است از 
sin 0, cos Û - cosa ‘sin Û‏ = رم - 51۳0 
ثبوت:- فارمول 8 S11‏ ,6050 + ق دہء ۾ sin‏ = رق + »)٣1ء‏ را بالای دو زاویه »و (-) تطبیق می نماییم 


51800, + (8)) = sin a cos(- رمق‎ + cosa sin(- 8) 


cos(-8) = 0 


میدانیم که 
—sin 6‏ = (/-)510 


در نتیجھ 
cosa ‘cos Û + sin a ‘sin Û‏ = رق - 51۳00 


ثبوت: به اساس قضیه قبلی داریم که 
cosa cos Û - a sin Û‏ = )8 + :6050 


این فورمول را بالای دو زاویه » و 8- تطبیق می نماییم 


م 91 لس 














رباضی حنف د سے 


cosa cos(-8) - sina 510)-/0(‏ = ر(رم-) + م)دوہ 
Û8) = cosa cos Û +sina sin Û‏ - :6050 


قضیه: تانجانت تفاضل دو زاویه » و 8 عبارت است از 


05 tg a -1 


Ig (Q@ — 
8) 1+tgatg 0 


tg a +1‏ 
ثبوت: هرگاه کٹ ہت را بالای دو زاوبه ۵ و 6- تطبیق می نماییم 


(-)18+ 180 _ مر 
+٢ gag C8)‏ ھا2 


میدانیم که 


510)-0( _ 518/0 _ 

ہ0٥)۔-۔0()‎ 5 cos 8 
_ 1890-180 

8) 1+19 0 +12 6 


= (0-)/0) وا 
10 


مثال:- کت و "59150 را دریافت نمایید 


حل: 
r 7 7 7 7۲ . 7۲ ٢‏ 
—sin‏ 510 + - 0605-۰0605 = ( - .)ج0 = COS—‏ 
4 6 4 6 4 
6+2 _ ۷2 ر 6لہ _ 1 2ہ ر ۷3 9/2 _ 
4 4 4 2 2 2 2 
sin150° 5100180 -30 ( = sin 1807 60930 -cos180 0"‏ 
نے ا اہ تل 
2 2 2 2 
مثال: "60915 را دریافت نمایید 
457-0 = 15° 


cos15° = cos(45° -30°( = 60945۰60930 + sin 45° 0" 


VV VIO 


22 227 4 4 4 


ہہ ہے ہے ےس سش موم 27ول 





























خلاصه: 
a cos Û +cosa sin Û‏ 510 < رق + sin(a‏ 
sin a cos - sin Û‏ = رمق - sin(a‏ 
cosa cos Û - 510 a sin Û‏ = رم + cos(a‏ 
cosa cos Û + sin a sin Û‏ = رم - cos(a‏ 
0*1 18 
1g (a gg E‏ 
0 1-018 
0-1 2ا 
8۸ گا - و - 
0 0718 1+19 
تبدیل مجموع و تفاضل نسبت های مثلثاتی دو زاویه به حاصل ضرب آن و برعکس تبدیل حاصل ضرب نسبت های 
مثلثاتی زاویه ها به مجموع و تفاضل آن 


 -1‏ تبدیل مجموع و تفاضل نسبت های مثلثاتی زاویه ها به شکل ضرب آن: میدا نیم که 
sina 605 Û +۰050, 510 2 )7(‏ = رم + sin(a‏ 


18)" 


sin(a - 8) = sina cos م‎ -cosa sin م‎ (II) 


sin(a + رم‎ +sin(a - رم‎ = sina cos Û + cosa sin Û + sin a cos Û - cosa sin Û 
sin(a + 6) + sin(a - رم‎ = 2518 0, 605/7 II 
اگر ۶ = ۸+ و 9= ق - » فرض شود درین صورت داریم‎ 


a+6=p a+6 =p 
«4-8 =q 0 - | < 
20 =q +q 20 = و- و‎ 
4 "رپ‎ 
2 2 
sin p + 0 - موم 9م ود‎ 9 


2 
اگر از رابطه 1 رابطه 11 تفریق شود داریم 
0 2 = رم - 51000 - رم + sin(a‏ 
2 وو 2-9 sin p -0 = 2cos‏ 


به همين ترتیب 


سس تس چو 








ریاضی حنف دحصم ہرم 


511000 + 8) = cosa cos Û - sin a sin Û 
510001 — 8) = cosa cos Û + sin a sin Û 
cos(a + رم‎ + cos(a - 8) = 2cosa 0 


8م P+q‏ 
2 
اگر رابطه های ذیل را طرف به طرف تفریق نماییم داریم 


005 + ۰0594 = 2 5 


cos(a + رم‎ = cosa cos Û - 510 0 sin Û 
cos(a - رم‎ = cosa cos Û + sina ‘sin Û 
cos(a + رم‎ - 0050 - 8) = -2cosa 0 


نم 


2 
اکنون مجموع و تفاضل تانجانت دو زاویه ,۵ و 2 را دریافت می نماییم 


_ Sin p cosq + cos p sin p 


+ 
Pde 


cos p - م0٥‎ < -2 5 


sin sin 
2 7 1 


tan +1200 = 
605 0 cos p وہ‎ 
tan p + tanq = sin(p +4) 
cos وہہ رر‎ 
tan p - tanq = 297 8 _- 77 7 
0057 0 cos p وہ‎ 
tan p — tanq sin(p (و-‎ 
cos و رر‎ 
مثال: نشان دھید که‎ 
sin 70 +51830 _ - 
60370 + 0 
حل:‎ 
0د‎ 70+30 70-30 
sin 70 +sin 30 _ << >” 08 > 
cos 70 +cos30 eê 70+390 70-30 
2 2 
5 281130 ۰ 0 0-0 
2 08 
391۳0 26 + 51۴27 < 2518 2 6092 مثال: نشان دھید که‎ 
حل:‎ 
۲ ۲ . 3 +× 3x -x ۲ 
sin 3x +sinx = 2106 7 cos = 2 ٩10 2x COSX 


مثال: نشان دهید که "60510 = 20° طو + si140‏ 


سس تست ووي 









































EE 


40 +20 40° -20° 
cos 2 


sin 40° + sin 20 = 2sin 
= 291030" cos10 = 2.0 -۔‎ 10 


2: تبدیل حاصل ضرب نسبت های مثلثاتی زاویه ها به مجموع و تفاضل آن: داریم که 


ون 9 و2 - 0 + sin p‏ 
چون قیمت 6 +20 م و 4-8 = و است آنرا در رابطه فوق وضع می نماییم 


 ْ ۶‏ وس ظط تسش سک 


sin(a + 8) + sin(a - رمق‎ <- 0 2 


sin(a + رق‎ + sin(a - رم‎ = 2811 ‘cos Û 


sina ‘cos Û = > [sin(e + 6)+sin(a - 8)] 


به همین ترتیب 
sin(a - 8B) = 2cosa sin Û‏ + رم + sin(a‏ 
cosa 510 Û = 1 [sin(a + 6)-sin(a - 8)]‏ 
چون 
2cosacosÛ‏ = رم — cos(a‏ + رم + cos(a‏ 
cos(a - 8)‏ + رم + 2cos a cos Û = cos(a‏ 
cosa cos Û = [cose + 6B)+cos(a - 8)]‏ 
همچنان 


cos(a + رم‎ - 60560, - 8) < -2 0605 0 cos Û 
-2cosa cos Û = cos(a + رق - :00500 - رم‎ 


sina sin Û = > [eo + [(م - )٥ء - رم‎ 


sina ۰510 Û = - > [eos(a - 6)(-cos)a - رم‎ 


مثال: افاده ? = 28 صزہ 1134و 


مس __________ سس 95 














ریساضی حنف دهم ےھر 
حل: 


۱ 1... 
sin 34° sin 28° = 7ر‎ +28 )-s1n)34° - 280[ = 


sin 34° ‘sin 28 = [in 62 -sin 6° ([ 


مثال: ?= 00915 "260945 


2060945 60915 = cos(45° +15 (+ cos(45 -15 ( < cos 60° + 30" 


8 کی ۳ 


و 2 2 
مثال: اثبات نمایید که 


1 + 605 226 + 609 426 + 00562 = 4 60526 COS 2X ۲6 


حل: 


1+ 60522 + 60954 + 60562 <1 + )605 2> 0605347 ( + ۲ 
< 1+ 2 00932 COSX + 77 
= )1+ 605 62۲ ( + 2 605 32 COSX 
2 6097 3x + 2 6053: ۲ 


= 200837 )60532 + 605 ( 
2 605 32۲ )2 005 22 6052 ( = 4 0609 37 ۰60527 ‘COSX 


مثال: نشان دهید که 


1 _ 518۳15- 51875 
3 5 + 00575 
5+ 75 . 15+ 75 2 
07 _-_ کہ رت  _‏ 518۳15 51875 
00" 15-5 ووم 3 ہمد 57ء 60975 
2 2 
1 
سب = 30 و1< 


7/۵ 


سس ۔_سہڈ٭سش۹ٗ9 و ہ9 لس 

















ری اضی حنف دم 
لکجر دهم 


معادله نورمال یک خط مستگیم و تبدیل معادله عمومی مستقیم به شکل نورمال آن 
7ك اھ مال کا کنا مه وا کک سای رت از کی اه ا ا کات وه 
گذشته و بالای خط مذکور عمود باشد. 
اداه ورال نک کا موی ارت از عادد انس کا حم اماد صرض كا اوهد انس عامل ما 


خط ] محور ۴ را در نقطه ۸ و محور را در نقطه 8 قطع می نمایند. اگر (26,77) ۳ یک نقطه اختیاری خط 48 و 
خط مٹیم 058 غیرد پر خط آباقه ہیں 7ک 078 کہ خط مسظیم 07 زا تورمال خط .1 گویند و ۶ طول 
نورمال میباشد. 





1 ۸ 


A 





e ہے‎ 
OA 


cos )90°-0( =¬ 08 = = 
OB cos(90°-0) sin@ 


زیرا از مثلث میدانیم که 8110 = ( 0 -05)90۶» 


مستقیم 48 عبارت است از: 


+ جح 5 0 8ت 
cos 068‏ 








6050 +5180 = P 


تست تحص نی و 














ویساضی صنف ده مر 
یا 

0= ۳ - 0 910 + 605027 
مال اف ماه ورال اسف وه 77007 فا مر اه مان اة سرت سن خط تارمل و 
مثال: معادله خطی مستقیمی را بدست آرین که طول نارمل آن 5 واحد و با جهت مثبت محور ‏ زاویه 30 را بسازد. 
حل: چون فاصله عمودی خط تا مبدا 5 واحد است (5 = ۴) و 30° = 0 است. 
لذا داریم که: 


۲ 06050 + 75100 - ۴ =0 
2 60930 + 751830 - 5 =0 


میاه 


0- ۲ + ۷/326 
مثال: اگر طول خط عمود بر یک خط مستقیم ] از مبدا کمیات وضیعه مساوی به 5 واحد باشد و زاویه ميل خط عمود 
اال 1207 ئن ای مما واه حال شا مس ف قا ام سر زاف اند 


حل: 
xcos120° + ysin120° = 5‏ 
ہے رگا 1 
2 2 
برای دریافت میل خط ] معادله را به شکل ط + 171 = 7 می نویسیم. 
0 ے١‏ _ 
3 3 


7 1 ۰ - ۰ 1 سے ۰ 10 
2 دیل ماله زی یک خط لہ فک ل ٹورمال اوه گام ماد سی رک خط سے ید شکل 
0 = ع + رط + ۵2 راده شده باشد میتوانیم آنرا به شکل نورمال آن یعنی - 0 :510 + 6050 × 


0 = ۲ تبدیل نمائیم. چون هردو معادله فوق معرف عین خط می باشنده پس نسبت ضریب های ×و 7 و 


اعداد ثابت هردو معادله مساوی به یک عدد ثابت مانند ۸ شده میتوانند یعنی 


سس----۔--تے- شس سس 8ر ۰ 








E E 


sin) -—P -‏ 6090 
a b 5‏ 
از رابطه فوق میتوانیم بنویسیم که 6050 = 606و 0 518 = 29 اگر هردو طرف مساوات های فوق را مربع 

نموده و آنها را طرف به طرف باهم جمع نمائیم درین صورت نوشته کرده میتوانیم 
ka” +02 =sin” 0 + 0‏ 
k (a +5 (>1‏ 
1 
=( 
a” +b‏ 
1 


+a” +b” 


k 


a b c 
X + y+ =0 
+a +b” +a +b” +a +b? 
برای اینکە در معادله نورمال قیمت ۲ مثبت حاصل گردد (چون ۶ طول نورمال است همیشه باید مثبت باشد) از‎ 
علامت (±) جذور مخرج علامه انتخاب میگردد که مخالف غلامه 6 باشد. اگر 0 = 2 باشد درین صورت خط‎ 
مستقیم مورد نظر از مبدا گذشته و درین حالت چون 180 > و 0 510 قیمت مثبت را بخود گرفته علامات‎ 


مثال: ادل 0 = 6 + 3 = 29 را به شکل نورمال آن تبدیل نماد 


1 1 1 


+ )2( + )-3( و‎ ENE 


1 
در معادله فوق 6 = 6 و مثبت است» پس قیمت ۸ را مخالف اشاره ٥‏ یعنی Ss UT‏ 


فوق را در آن ضرب می نمائیم. 

















ویساضی صنف ده مر 
اگر معادله فوق را با معادله نورمال یعنی 0 = 0 - 0 518 ر + 6050 × مقایسه نمائیم درین صورت میتوان 
نوشت. 
es hS 7‏ 
13 ۸۰ 13 


چون 0 511 مثبت و 6050 منفی است ازینجا به این نتیجه میرسیم که نارمل در ناحیه 1[ کمیات وضیعه واقع 


P= 


بوده و قیمت 8 از روی جدول مثلثاتی "40 123° است» پس معادله نورمال خط مستقیم داده شده عبارت است 


از 


0= 123540 زو بر + 1605123740 


13 


مثال: معادله 0 = 3 - 5y‏ + 22 را به شکل نورمال آن تبدیل نمائید 





1 ۱ ۱ 


1 1 
0.۱ <(3- 2+5 اب 
رتا (3 2۴+۴۹۷ ور 
0- 3 رڈ 2x‏ 
9 ۰-29 29/ 
یا 
3 5 2 


+4 2 
29 29 9 


2 5 ۲ 3 
س- ۰0090 ہ- 8110 بوده نا اد << ار واحد میباشد. از جانب دیگ ۰ ٩180‏ 
29 29 بوده و طول مل ت ورل و یہ ز جانب دیگر چون 9 


0 هر دو مثبت انده پس نارمل در ناحیه [ کمیات وضعیه واقع بوده و از روی جدول مثلثاتی '10 68° = 0 
میباشد. در نتیجه شکل نورمال معادله فوق عبارت است از 


xcos68°10'+ ysin ے---68910‎ =0 


۷/29 


9ہس سس 10*0 _ِ 








72 
لکچر بازدهم 
بعخی مکاهیم منطق در ریاخیات 


اکثر علماء علم منطق را علم قوانین استنتاج تعریف میکنند. گفته میتوانم که استنتاج در منطق به معنی نتیجه گیری 
است. طور مثال اگر بدانیم که مجلس وزرا هر دوشنبه دایر میگردد. پس اگر گفته شود که امروز مجلس وزرا است دفعتا 
اختصار مورد بحث قرار می‌دهیم. 


الجبر قضيه‌ها 


بیانیه ها ( „(Statements‏ 

بیانیه‌ها (یا اظهار لفظی) را توسط ...,0,0,5 نشان خواهیم داد. خاصیت یک بیانیه اینست که آن درست یا غلط می‌باشد 
نه هردوی آن. صحت بودن و غلط بودن یک بیانیه را قیمت دروستی آن بیانیه می‌گویند. بیانیه‌ها ساده یا هم م رکب 
می‌باشند. بیانیه‌های فرعی ذریعه ربط دهندگان ترکیب يافته می‌باشند. 

مثال‌ها 

مثال اول: «احمد قد بلند و محمود تنومند می‌باشند» یک بیانیه ترکیبی (مرکب) است. که از بیانیه های فرعی «احمد قد 
بلند است» و «محمود تنومند می‌باشد» تشکیل يافته است. 

مثال دوم: احمد کجا میرود بیانیه نیست این جمله نه صحیح است و نه هم غلط است. 

است». 

خاصیت اساسی یک بیانیه مرکب این است که قیمت صحت آن کاملاً ذریعه قیمت صحت هرکدام از بیانیه های فرعی 
و شیوه های ربط آن که جمله مرکب را به و جود آورده است» بدست می آید. 


اتصال (ربط) ۸^ (Conjunction)‏ 

دو بیانیه ۳ و Q‏ را ذریعه کلمه «و» تر کیب کردہ میتوانیم تا یک بیانیه مرکب را به وجود آورد که آنرا اتصال بیانیه‌های 
اصلی گویند و سمبولیک اتصال بیانیه‌های ۳ و 0 را توسط ۸4 2 نمایش میدهند. 

مثال اول: فرض کنیم ‏ بیانیه «باران میبارد» و 0 بیانیه «آفتاب می‌درخشد» باشند پس ۸٩‏ 7ر عبارت است از «باران 
میبارد و آفتاب می‌درخشد» 

قیمت صحت بیانیه مرکب 77۸4 خاصیت ذیل را صدق می کند. 

1 ) هرگاه درست باشد و 0 درست باشد در آن صورت ۸ 7 درست است در غیر آن ۸۵ غلط است. 

به عبارت دیگر بیانیه مرکب صحیح می‌باشد. اگر هرکدام از بیانیه‌های ۲ و 0 صحیح باشد. 

ال دوم مات های ڈیل را در نظر ٣رت‏ 

مثال اول: کابل در افغانستان است و 5 - 2 + 2 


- سس سس 101 


وبیساضی صنف دش مر 

مثال دوم: کابل در ایران است و 4 < 2 + 2 

مثال چهارم: کابل در افغانستان است و 4< 2 + 2 

ذریعه خاصیت ,7 تنها (4) صحیح میباشد و هرکدام از بیانیه‌های دیگران غلط است. 

زیرا حد اقل یکی از بیانیه‌های فرعی ان غلط است. ما یک بیانیه صحیح را ذریعه 1 (1۳16) و یک بیانیه غلط را 
ذریعه ۴ (۳2[5) نمایش میدهیم پس شیوه مناسبی که ,7 را بیان میکند در جدول ذیل دیده ميشود. 





صراحت بايد داد که سطر اول یک گفتار مختصر این است که اگر ۳ درست باشد و 0 درست باشد در آن صورت 
۵ 2 درست است. به مانند این سطرهای دیگری ان معنی میدهید. 


جدائی (انفصال) ۷ (Disjuncti0o1)‏ 
برای اینکه بیانیه جدیدی را ترتیب داده باشیم دو بیانیه و 0 و 0 را میتوانیم به وسیله کلمه «یا» ترکیب داد. در مفهوم 
«یا» را جدائی یا انفصال دو بیانیه اصلی گویند به طور سمبولیک جداتی دو بیانیه ۲ و 04 را ذریعه 4 ۷ 7 می‌نویسند. 
مثال ها 
مثال اول: فرض کنیم 0[ چنین یک بیانیه باشد «او انگلیسی را در پوهنتون خوانده است» و قبول کنیم ¶ بیانیه باشد که 
«او در امریکا زندگی کرده است» بنابران ٩‏ ۷ عبارت است از «او لسان انگلیسی را در پوهنتون خوانده یا او در 
آمریکا زندگی کرده است» 
مثال دوم: چهار بیانیه ذیل را در نظر گیرید. 

1 کابل در افغانستان است یا 5 < 2 + 2 

2 کابل در ایران است یا 4 < 2 + 2 

3) کابل در افغانستان است با 2 2 24 

4 کابل درایران است یا 5< 2+ 2 
درین بیانیه‌ها تنها (4) غلط است. و هریکی از سه بیانیه دیگران صحیح است. قیمت های درستی (صحت) بیانیه م رکب 
۶۹ھ خاصیت ذیل را صدق می کنند. 
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به عبارت دیگر جدائی دو بیانیه غلط است تنها وقتیکه اگر هر یکی از مرکبة آن غلط باشد. 


7 را در جدول ذیل می نویسیم: 





نفی ¬ یا (Negation)7‏ 
هرگاه بیانیه ‏ داده شده باشد» یک بیانیه دیگری نفی 0 گفته میشود و آنرا ذریعه این نوشته که: «اين غلط است که..» 
قبل از 0 تنظیم کرده میتوانیم یا اگر ممکن باشد ذریعه دخیل کردن کلمه نی )N0†(‏ در ٣‏ افاده می کنیم. 
به شکل سمبولیک نفی ‏ را ذریعه «0 ¬ یا 7 --> می‌نویسند. 
مثال اول: سه بیانیه ذیل را در نظر گیریم: 
1 کابل در افغانستان است 
2 این غلط است که کایل در افغانستان است 
3 کابل در افغانستان نیست 
در این صورت (2) و هم (3) هردو نفی (1) است. 
مثال دوم: بیانیه های ذیل را در نظر گیریم. 
1( 2+2=5 
2) این غلط است که 2+2=5 
3( 2+2+5 
درین صورت (2) و (3)نفی (1) میباشد. 
13 » هرگاه ۳ درست باشد در آن صورت ۳ غلط است هر گاه ۳ غلط باشد در آن صورت ¬٣‏ درست است. 
وع ارت فٹر کیت سد ریت کے نک ان مسق اوت مراب عن ما 
مثال سوم: بای کال 1 را در نظر گیریدیاداشت کید که (1) درست است و (2) و (3) سی های آن غلط اند 
مثال چھارم: بیانیه مثال (2) را در نظر گیرید یادداشت کنید که در ان (1) غلط است و (2) و (3) درست میباشند. 


3 را در شکل جدول چنین مینویسند. 


۲ 0 
1 ۲ 
۲ 1 
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ریاضی حنف ده مر 
بيانيه های شرطیيه (Conditional Stat ent)‏ و > مر 
بسیاری بيانیه ها خاصتاً در ریاضی چنین اند که "اگر ۳ پس ۲ با "اگر ۲ دران صورت 9 این چنین اة ها را 
بیانیه های شرطیه گویند و ذربعه 4< 7 نشان میدهند. 
بیانیه شرطیه ٩‏ >( چنین خوانده میشود. 

qg .۳ )8(‏ را ایجاب میکند. 

(0) ۶ء کافی است برای 4. 

(8) 0 ۰ درست است تنها اگر 0إ[ درست باشد. 

(0) 4 لازمی است برای . 

قیمت صحت بیانیه شرطیه ٩‏ < م( خاصیت ذیل را صدق میکند. 
4 _شرطیه ‏ ج م درست است جز انکه (مگر اینکه) ‏ غلط باشد. به عبارت دیگر 14 بیان میکند که یک بیانیه 
درست بیانیه غلط را تضمین نمیکند. 
4 را به شکل جدول چنین مینویسند. 

و > و 4q‏ | ۲ 





کے ہے زر رس 
3 ند جو" 


1 
۳ 
1 
1 


مثال ها: 
1 اگر کابل در افغانستان است در آن صورت 2+2<5 
2 اگر کابل در ایران است در آن صورت 2+2<4 
3 اگر کابل در افغانستان باشد در آن صورت 2+2=4 
4) اگر کابل در ایران باشد در آن صورت 2+2<5 
فرلدا تھا 10) قاط ات 
شرطیه دو جانبه و ج م 
یک بیانیه خیلی معمول دیگری در ریاضیات به شکل ۲٢‏ اگر و تنها اگ و“ 
این یک بیانیه را شرطیه دو جانبه میگویند و آنرا ۾ ج م نمایش میدھند قیمت صحت بیانیه دو جانبه خاصیت ذیل را 
صدق میکند. 
5 اگر ٣‏ و 4 هردو عین قیمت صحت را داشته باشند در آن صورت ۾ ج م درست است اگر ۳ و 0 قیمت 
های صحت مقابل همدیگر را داشته باشند (یعنی یکی صحیح و دیگری غلط باشد) در آن صورت و ج ہر غلط است. 
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مثال ها: 

(1)کابل در افغانستان است اگر و تنها اگرہ 2+25 
[2) کابل در ایران است» اگر و تنها اگن 2+24 
(3) کابل در افغانستان است. اگر و تنها اگ 2+2=4 


(4) کابل در ایران است. اگر و تنها اگ 2+25 
مطابق ۲5 درینجا (3) و (4) درست میباشند و (1) و (2) غلط اند 


5- را به شکل جدول چنین مینویسیم. 


P q p+ 4q 





ت رت اچ 


1 1 
۳ ۳ 
1 ۳ 
۳ 1 
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ریاخضی حنف دحصم ہرم 


لکجر دوازدهم 
اححائيه Statistics‏ 


و مروری بر مفاهیم اساسی احصائیه 

اکثرا با تعجب می پرسند که اصلاً احصائیه چه است و چرا به خواندن آن مجبور می شویم؟ اساسا احصائیه یک کلمه 
عربی است چی با شمردن مسایل حیاتی مانند نفوس یک ولایت یا نفوس یک مملکت تعداد حیوانات تعداد اطفال 
ات کراترکی محصضول خلا جات کول سا که اطقال کے و ر اطقال و ماه ان ویو که هر لام این مرضوغات 
توسط ارگان های مخصوص دولتی اجرا می گردد. مثلاً در مملکت ما ریاست سچل و نفوس وزارت داخله» احصائیه 
مرکزی وغیره. 

6۴ از کلمه لاتینی ٩116‏ که به معنی دو ست است. گرفته شده به این معنی که احصائیه در سابق برای 
جمع آوری معلومات و ارقام مورد ضرورت در ست به کار می رفت اما حالا از کلمه احصائیه مفاهیم و معانی مختلف 
استنباط می شود. در اصطلاح احصائیه عبارت از همان روش ها و قرار داد های است که نخست معلومات ارقام و اعداد 
را جمع آوری بعداً تحلیل, تخلیص و تجربه می نماید یعنی احصائیه در مرحله اول ارقام را جمع آوری در مرحلة دوم انرا 
تنظیم و سپس انها را طوری خلاصه نماید که به آسانی تفسیر و تعبیر شود. احصائیه با محققین کمک مینمایند تا نتایج 
تحقیق خود را انکشاف و توسعه دهید در تحقیقات عملی میتودهای احصائیوی تنها به علوم سلوکی مانند تعلیم و تربیه 
روانشناسی» جامعه شناسی محدود نبوده بلکه این روش ها در تحقیقات علوم دیگر مانند زراعت بیولوژی اقتصاد. فزیک 
نیز به کار می رود طورمثال روش های احصائیوی متخصصین تعلیم و تربیه را به این قادر می سازد که در تدربس خود 
از روش های مختلف نتایج مفیدی را بدست بیاورد و یک فزیکدان توسط روش های احصائیوی میتواند فعالیت های 
ذرات اتومی را تفسیر و تعبیر نماید یک طبیب دواهای موثر و یک انجنیر زراعت میتواند توسط این روش ها کود 
کیمیاوی خوبتری را استعمال نماید. 

حصائیه یک شاخه یی از علم ریاضی بوده و در جمله ریاضیات تطبیقی محسوب می شود. امکان دارد بعضی از قسمت 
های احصائیه مربوط به ریاضی نباشد مثلاً به این باید مطمئن شد که ارقام و معلومات طوری جمع آوری شود که از آن 
نتایج قابل اعتماد بدست آید. به ارقام و معلومات جمع شده کود دادن در زراعت حفظ نمودن معلومات» معلومات را 
خلاصه کردن و قابل فهم نوشتن رآپور وغیره. ۱ 

از زمانیکه در جهان اجتماع بیمان آمد. از همان وقت احصائیه در خدمت بشریت بود مثلا وقتیکه رئیس قبیله می 
خواست که چند نفر جنگی دارد از آن جمله چند نفر اسپ سوار است و چه تعداد وسایل جنگی دارد. به این ترتیب 
احصائیه برای جمع آوری معلومات در باره مرض طاعون در لندن به کار رفت. در قرن 17 و 18 قمار بازان از ریاضی 
دانان خواهش کردند که پرنسیب های را بمیان بیاورد تا بتواند به اساس آن در قمار چانس بیشتر را داشته باشد. برنولی 
و یک عالم دیگر بنام 61001116 (آدرین کار معروف شدند که در نتیجه آن ریاضی احتمالات را بمیان آوردند اساسا 
فعالیت های احصائیوی در سال 1532 در لندن شروع و بعداً در فرانسه, سویدن, دنمارک و هالند شکل عصری تری را 
بخود گرفت.به همین قسم علمای دیگری نیز به ترتیب در انکشاف و توسعه احصائیه کارهای علمی زیادی را انجام داده 
اند تا که شکل علمی امروزہ را بخود اختیار کرد. 
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کلمات در ارقام داتا (212() معلومات و دانش بسیاری اوقات یکی به جای دیگری به کار می رود تفاوت این 
اصطلاحات مربوط به این است که داتا یک شی عینی است که درجه بندی ارقام در سطح پائین قرار دارد. معلومات در 
سطح دوم و دانش در سطح عالی قرار دارد. یعنی داتا کدام معلومات را داده نمیتواند وقتیکه داتا به یک چیزی ارتباط 
اده شود ععلومات می شود ای اینکه داتا به مطومات یدیل شود بات غہیر و فسیر شود نا یک کے بلاهة ملا 
ارقاع کله تیراخمیر سول یک دازا امت نگر مشخصات کلم راحم در حفیانت یک ملومات امت ربق فان یہ 
کلمه تیراجمیر توسط راہ های خوب معلومات عملی دانش شمرده می شود. 
احصائیه و تیوری احتمالات ارتباط نزدیک دارد تنها فرقی که دارد این است که در احتمالات صفات کل در جز دیده 
می شود یعنی توسط اصل دیدکشن (قیاس) مطالعه سی شود مثلاً مطالعه یک جمعیت تایح شاگردان توسط پارامتر 
های آن (اوسط) مود و میانه مطالعه می شود یا به عباره دیگر به شاگردان صنف اول وقتیکه یک حرف را تدریس می 
کنند نخست کلمه را به شاگردان می اموزانند و سپس حرف مورد نظر را دران شاگردان نشان می دهند. 
برعکس در محاسبات احصائیه اگر یک جمعیت را مطالعه می کنند انرا توسط استقرا 1۳01611010 در نظر می گیرند 
مثلاً در تدریس زبان به شاگردان اول حروف را به شاگردان اموختانده و سپس از روی آن کلمه سازی و جمله بندی را 
تدریس می کنند یعنی از جزء به کل می رود. 
احصائیه از نظر توضیح و تفسیر ارقام عبارت است از 
1- احصائیه توصیفی: معلومات عددی جمع شده یعنی دانش» خلاصه کردن و تنظیم ارقام را گویند اگر به صورت 
وسیع تر بگویم توسط محاسبات احصائیوی مشخصات اساسی ارقام و معلومات جمع شده از نظر کمی بیان می 
شود. 
2- احصائیه استنباطی: این احصائیه عبارت از روشن های است که از روی مشخصات یک نمونه مشخصات یک 
جمعیت استنباط می گردد یعنی درین احصائیه از جزء به کل ارقام مطالعه می شود. 
3- احصائیه تشریحی: عبارت از همان روش ها و اصول است که در تشریح و توضیح مشخصات و اوصاف یک 
نمونه و جمعیت به کار برده می شود اوسط میانه و مود انحراف معیاری مربوط به احصائیه تشریحی است 
مطالعه جمعیت در احصانئیه: در احصائیه کلمه جمعیت (03[01013011) از مفهوم عادی آن و سیعتر است 
7 اصلاً نفوس را گویند ولی در احصائیه در مملکت ما جمعیت را گویند. جمعیت در زندگی روزمره از 
گروپ به همان افراد عبارت است که در یک وقت معین در قلمرو خاص جغرافیاوی زندگی می کنند به این ترتیب 
جمعیت جهان, جمعیت افغانستان و جمعیت شهر کابل از همان انسان های عبارت است که در هان قلمروها زندگی می 
کنند. گاه گاهی به عوض محدوده جغرافیای گروه افراد از روی صفات مشترک شان مطالعه می شود یعنی همان صفاتی 
که آنها را با هم ارتباط می دهند مثلا شاگردان دارالمعلمین عالی کابل پرسونل طبی شفاخانه ها وغیره. 
جمعیت احصائیوی تنها به افراد ارتباط نمی گیرد بلکه گروپ های مشخص دیگری را نیز احتوا می نماید مثلاً حوادث 
اتفاقات» جامدات » حوادث ترافیکی وغیره هر کدام نمایندگی از یک جمعیت می کنند. 
جمعیت دو نوع است یکی جمعیت محدود(۳1۳[]6) و دیگری غیر محدود (]10]1۳1)منلا شاگردان مکاتب ابتدائیه 
شهر کابل» حاصلات گندم وادی هلمند وغیره. بسیاری اوقات جمعیت تحت مطالعه محدود بوده ولی انقدر بزرگ می 
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ریاخی صنف د کے 


باشد که عملا میتوان آنرا بی نهایت فرض کرد مثلا نفوس هزار ملیونی مسلمانان جهان یک جمعیت محدود بوده ولی 
بسیار بزرگ است که میتوان آنرا بی نهایت فرض کرد. 

نمونه و نمونه گیری 5200011۳78 200 9100۳016: اکثراً مطالعه تمام اعضای جمعیت کاری است مشکل و 
مصارف زیادی را ایجاب می نماید و یا عملا غیر ممکن می باشد. مغلا ین 10 اطفال به سن 10 سالگی در یک 
جمعیت بسیار کار پرمصرف و جنجال بر انگیز است بنابرین علمای احصائیه به عوض جمعیت یک نمونه را انتخاب 
اساس روش انتخاب درین است که تمام اعضای جمعیت جهان حق انتخاب یکسان را دارد. 

در نمونه گیری دو طریقه معمول است یکی نموه گیری اتفاقی 5210۳1188 182110010 و دیگری نمونه گیری 
منظم. در نمونه گیری اتفاقی تمام پدیده ها حق انتخاب یکسان را دارد و درحاست منظم نمونه گیری به فواصل مساوی 
صورت می گیرد لا در یک لست افراد خانه از هر ده نام یک نام انتخاب می شود و یا در هر ده خانه یک خانه انتخاب 
می شود. 

متحول و ثابت: صفات و خصوصیاتی که در روی آن یک جمعیت فرق می شود مانند جنس» سن» رنگ چشم» ذکاوت 
و حتی دارایی در بانک هر کدام متحول است که افراد یک جمعیت در یک منطقه از روی آن فرق می شود. و اصطلاح 
و حتی دارایی در بانک هر کدام متحول است که افراد یک جمعیت در یک منطقه از روی آن فرق می شود. و اصطلاح 
ثابت به همان صفت و اطلاق می شود که در تمام اعضای جمعیت یکسان می باشد. 

مثال: نمرات مضمون ریاضی دو صنف یک مکتب قرار ذیل داده شده است. 


82; 97 701 721 831 751 76 84۶ 88۱ 80; 81 81۰ 52 82 


7 ہو 97۰ 78 86۰ 851 761 84 84 721 83۲ 98 731 821 


کت جب شر یر سا سس دسر 


6 ۰ 84 72 83 ۰ 98 ور وو 77 82۰ 97 97 78 )86 ;85 





احصائیه توضیحی این جدول را محاسبه می نماییم. 
درین جدول نمرات شاگردان منحول آن است. نمره هر عدد مشاهده و خود شاگرد نمونه جمعیت است همچنان اعداد 
(نمرات شاگردان) ارقام یا داتا است اما بدون آن اگر بگویم نمره احمد 82 و نمره محمود 97 است از آن چیزی فهمیده 
نخواهد شد. این ارقام مشاهده است اینکه تمام شاگردان 56 نفر است که بلند ترين نمره در آن 52 و بلند ترین آن 
8 است و اوسط نمرات شان 81.4 است یک معلومات می باشد که در تمام این مشاهدات رقم 82 به تعداد 7 از 
تام تام بیش کر کد ی مره 82 رز کے کف شا ران انا موه اس 

هگا این رات را وک تریی نا ران ون سراک یہ نزب یسر کر کد این ارتام لم ماه ابت یمه از 
ايتکه موضوع سال به مرکز و سی از مرکز را مطالعهنمودیم تحلیل آن را خواهیم دفات 


تبصوه: درینجا نام اوسط را یاد اوری نمودیم بعد تر انرا به تفصیل مطالعه خواهیم کرد. 


u 108 مس‎ 


لکچر سیزدهم 
نو بع دفعات 


Frequency distribution 
تعریف: در ست یک تعداد ارقام تکرار یک رقم را بنام دفعات (توزیع دفعاتء توزیع فرکونسی) یا فرکونسی یاد می کنند‎ 
مثلا در سیت:‎ 
12, 6, و6 و2 وم و2‎ 6, 6,6,8, 6,2,2 


میتوان نوشت: 


1, 22+ 6+22 28+ 6+ 6+ 6+8+ 6+2 +2 
=1 


8 + 5۰6+ 6۰2 
که در اینجا تعداد تکرار عدد 2 مساوی به 6 دفعه تکرار عدد6 مساوی به 5 دفعه و تکرار عدد8 مساوی به 2 دفعه 
است ارقام عموعً به شکل جدول داده می‌شود و بای ارک ارام بصورت خویتر تحلیل و تجزیه کردد آنا از رقم ران 
به بالا و یا برعکس از بالا به پائین ترتیب می‌دهند. 


47 i 55 | 34 


۱ 7 ۱ ۱ ۱ 
سس بسچ اس ی سس سس دس رسد همست مهس سم سس مر سس ریسم سم جج سا سس 


37 ۱ 3 





دیده می شود که تحلیل و تفسیر این ارقام درین نوع جدول چه قدر مشکل است و برای این هدف ارقام را از پائین به 
بالا ترتیب می‌دهیم. 





ے-ص-صصص-- ص صصےے ٠-ےس‏ ت8ر 77107 


ریاخی حنف د کے 


از جدول فوق دیده می شود که بلندترین رقم و کوچکترین رقم کدام است و هر رقم چند مرتبه تکرار شده است. 
هر رقم را در پیش روی آن می‌نویسیم. 


بب 
بب 


2 1 
3 1 
1 1 
4 1 
2 1 
1 1 
2 1 





جدول فوق به شکل توزیع دفعات است. در مقابل هر رقم مرتبه تکرار آن نوشته شده است لا در مقابل 33 عدد 4 و 
در مقابل 25 عدد2 نوشته شده است که این اعداد در حقیقت فرکونسی همان عدد را نشان می‌دهد. بايد دقت کرد که 
مجموع تعداد دفعات یا فرکونسی باید مساوی به مجموع ارقام داده شده باشد طور مثال اگر نمرات امتحان 50 نفر 
شاگردان ارقام فوق باشد پس مجموع فرکونسی آن نیز باید 50 باشد توسط جدول میتوان ارقام را بصورت خوبتر 
توضیح, تجزیه و تحلیل نمود. 
رنج یا وسعت ارقام: فرق بین بزرگترین و کوچکترین رقم ست ارقام یا اعداد داده شده عبارت از وسعت همان ارقام 
می‌باشد. اگر بزرگترین رقم را به 60 و کوچکترین به 20 و رنج را به ۸ نشان دهیم درینصورت میتوان نوشت: 
RR‏ 

که در جدول فوق رنج ارقام عبارت است از: 

R =55-10=45 


ویا اگر سیت ارقام [15,18,13,10,16,22,29) = 4 را در نظر بگیریم رنج آن عبارت است از: 
R =29-10=19‏ 

صنف مساویانه باشد و برای این هدف تمام ارقام را از پائین ترین تا بزرگترین نوشته می‌کنیم و برای آن از تالی (چوب 

خط) استفاده می نمایم به این شکل: 


مس 110 


ا بر تا زج دب( نم رح نے N‏ یح 


1 
4 
2 
1 
2 
1 
1 
1 
1 





و اگر فرکونسی هرکلاس 10 شود چنین خواهد شد: 


---ت---سے واا پت 


01 
1 
1 
1 





که در هردو جدول تعداد فرکونس 50 است و اگر در جدول قبلی از روی تالی محاسبه شود باز هم 50 می شود. 

فر کونسی یک کلاس (صنف): در یک صنف یا کلاس تکرار واقعات و مشاهدات عبارت از فرکونسی است که در 
چول اکر د کرش کا 30-95 سارن بل 13 امت 

حدود یک صنف: در یک صنف رقم اول و رقم اخری عبارت از حدود صنف است مثلاً در صنف 30-39 رقم اولی 
یعنی حد پاینی آن 30 می باشد و رقم 39 حد بالای آن است. 

عرض صنفی: در یک صنف عرض صنفی مساوی حاصل تفریق حد بالایی و حد پائین جمع 1 است مثلاً عرض 
صنفی کلاس 30-39 مساوی است. 


0-< 1+ 9- 1+ (30- 39) 
وسط صنفی عبارت از نصف مجموع حد بالایی و پائینی یک صنف است ملا در صنف 30-39 وسط صنفی عبارت 


لھا ۵ ۱0 





2 
توزیع فرکونس نسبی: نسبت فر کونس یک کلاس و مجموع فرکونسی تمام کلاس ها عبارت از توزیع فرکونسی 
نسبی است مثلا اگر جدول ذیل را در نظر بگیریم. 





مجموع فرکونس های تمام کلاس ها 100 است پس فرکونس کلاس سوم عبارت است از 


42 
94 = س = فرکونس نسبی کلا 


701: ______ 





کے 


ولی اگر مجموع شان 100 نباشد دربنصورت میتوان فیصدی را نیز تعین کرد طور مثال اگر مجموع فرکونس های 
500 5 


6,4 = = 2-۰100 = فرکونس نسبی کلاس | 
0 82 فرکونس نسبی کلاس اول 


۔-۔ -- سس ۔۔ 113 


ریاضی صنف 23 کے 
لکچر چهاردهم 
گرا های احصائیوی 


یکی از روش های که توسط آن نتایج مشاهدات و ارقام نشانداده می شود گراف های احصائیوی است. در حقیقت گراف 
عبارت از تصویر هندسی توزیع دفعات است که اکثراً نتایج تحقیقات علمی را به شکل خوبتر توضیح و تشریح می نماید. 
گراف های که درینجا تحت مطالعه قرار می گیرد عبارت از گراف های مستطیلی (هستو گرام)و گراف های دایروی خط 
منکسر و منحنی الخط است. تمام گراف های که درینجا تحت مطالعه قرار می کیرد تمام آن در سیستم مختصات قایم 
در نظر گرفته می شود. نتایج تجارب و مشاهدات روی محور افقی (محور) و دفعات مربوطه روی محور عمودی 
(محوری ۲ ) نشانداده می شود حالا هر کدام از گراف های فوق را تحت مطالعه قرار می دهیم . 
1 گراف های مستطیلی (هستوگرام) 

درین نوع گراف که در ان نتایج تجارب و مشاهدات ارقام توسط یک مستطیلی باریک نشانداده می شود این مستطیل ها 
معمولا به شکل عمودی (عمود بالای محور) و یا به شکل افقی (عمود بالای محور 7 ) رسم می شود مسافه بین دو 
ستطبل معیولا بد اتاد لصف غرض مطل سی باد و بعضا سل ها با هم اضل می باد معا هر خلول کین 
تعداد کامیابان لیسه های شهر بغلان. تفکیک یک سال در میان که از سال 1356 تا سال 1366 است طور ذیل 


داده شده است. 


تعداد کامیابان به 1000 واحد 





گراف این جدول طوری است که وقت (سال ها) روی محور افقی و تعداد کامیابان روی محور عمودی است. باید گفت 
که سال ها رد نتایج مشاهدات و تعداد کامیابان از فرکونس نمایندگی می نماید. 


7010, 








تعداد کامیابان 





1356 1358 1360 1362 64 1366 


۲ نشان دهیم. 
ارارک اع ھوک آرآھتنک رکرانکی ور دنات ایت دروا رہ عون سال دا خطرظ 
عمودی را رسم می نماید. تعداد کامیابان 


20 


200 


۳۱ 


1356 1358 1360 1362 1364 6 


سال 





تبصره: هرگاه ارقام داده شده به شکل کلاس ها باشد درینصورت روی محور افقی وسط صنفی وروی محور فر کونسی 
کلاس ها در نظر گر فته می شود که میتوان انرا درگراف ذیل دید. 

اف خد ی ان کات جا اف کا کی تد رااعی کرت نو رف ری یر انی را 
صنوف و روی محور عمودی فرکونس را نشان می دهند. هر جفت نقاط وسطی و فرکونس مربوط یک نقطه را در 
سیستم مختصات قایم ارائه می نماید. این ترتیب به تعداد صنف نقاط بدست می آید. طور مثال جدول ذیل را در نظر 


می گیریم. 


115 








هرگاه به نقاط داده شده دو نقطه دیگر را علاوه EE‏ به این ترتیب 
(0,ء - ),(0,ء + (x,‏ 
طوریکه ۸× وسط صنفی کلاس اخری و × وسط صنفی کلاس اولی است درینصورت میتوان نوشت 
(x, + c,0( = )33,5 + 5,0( = )38,5,0(‏ 
(x, - 5,0( = )13,5 - 5,0( = )8,5,0(‏ 


در حالیکه 5 تفاوت بین نقاط وسطی در دو صنف پی در پی است. نقاط بالا را به ان اضافه نموده داریم. 


8,5 13,5 185 23,5 185 33,5 5 


اگر گراف مستطیلی و چند ضلعی انرا رسم نمایم چنین خواهد شد 





ے6ل 





تا 


ها 00 ل۷ یں تا ھ wv‏ نم دنم O‏ 


35 :38,5 185 25 185ا 35ا - ک8 
در گراف فوق دیده یی شود که اگر قاط وسطی عرض مستطیل ها را یاهم وصل نماییم گراف چند ضلعی را می دهد هم 
چنان از روی گراف دیده می شود که مساحت تحت گراف چند ضلعی و مساحت گراف مستطیلی با هم مساوی است. 
گراف دایروی: گراف دایروی را بنام گراف قطاع نیز یاد می کنند درین گراف قیمت های اجزای مختلف و انواع دیگر 
به مقایسه کل در قطاع های دایره در نظر گرفته می شود هر کدام را به شکل فیصدی می نویسند مرکز دایره را به 
زاویه "36 می گیرند و از روی آن انرا 1007 محاسبه می نمایند درین دیاگرام کوشش باید کرد که اجزا را بسیار از 
یاد میگیرند زیرا تشخیص اجزای زیاد که به رنگ های مختلف تبارز می نماید مشکلات را بمیان می آورند. 


طور مثال محصول غله جات چند ولایات افغانستان را طوری در نظر می گیریم که حاصلات آن به واحد چند تن باشد. 





قطاع زاویه حاصلات گندم ولایات 
40 7 
120 
360045 
7 << 45 ات 
120 2 
36005 
1057 - 35 کندز 
120 
اگر بخواهیم انرا به فیصدی محاسبه نماییم از فورمول ذیل استفاده می نماییم. 
100 360 
6 = × <= 
7 


یعنی 190 ۰ 3.6 درجه مطابقت می نماید که از روی ان میتوان حاصلات گندم سه ولایات متذکره را به فیصدی 





ریاخی حنف د کے 


تمرین 
عاید فامیلی هر فامیل به 1000 واحد در جدول ذیل داده شده است. 






عاید فامیلی به هر زر واحد 


1 ف ا وک فا 
2 کف هه لی ارا رسوا 
3. هر گاه حاصلات انگور ولایات ذیل داده شده باشد (حاصلات به هزار تن) 


حاصلات انگور ولایت 
50 کابل 
60 پروان 
40 کندهار 


---------------سسس سس سس 118 


E E 


لکچر پانزدهم 
اوسط ها Average‏ 


تا کے ارات کال یی فان 


روش تحقیق علمی اساسات عبارت از مجموعه همان قواعد و طرز العمل های است که عملیه تحقیق از روی آن اجرا 
می گردد این قواعد و طرزالعمل ها متشکل از قسمت های نظری و قسمت های عملی یا تطبیقی می باشد تیوری 
عبارت از همان اصطلاح علمی است که روابط داخلی بین اشیا را مطالعه می نمایدتیوری از تصور و خیالات یک عالم و 
یا اینکه از زحمات و تجارب آن بدست می آید. در تحقیق فرضیه بحیث رهنمای تحقیق اهمیت خاصی دارد مثلاً اگر 
بگوییم ترویج و تکثیر مواد نشه اور در بعضی از ممالک مربوط هموار بودن زمین آن منطقه است که این در حقیقت یک 
فرضیه می باشد و باید تحقیق روی ان صورت گیرد. 


اگر در ساحه های تحقیق تمام معلومات به شکل ارقام و اعداد باشد پس موضوع تحقیق به این ارقام و اعداد محدود می 
شود و باید این ارقام توسط روش های احصائیوی تحقیق گردد. درین حالت دو امکان موجود است یکی مرکزیت ارقام 
را باید دریافت کرد انرا بنام تمایل به مرکز یاد می کنند که ان ها عبارت از اوسط (1۷6210) میانه (1۷]60121) و مود 
(1۷006)است. 


درین حالت انحراف معیاری. وریانس انحراف متوسط مطالعه می شود. در مرحله اول موضوع تمایل به مرکزیت را تحت 
حسابی اعداد عبارت است از 


_ 66 _ +2291 تب 
جا کے : ِِ 


11 


بصورت عموم اگر ,۲ و...و و۲ ,× رقم داشته ہاشیم درینصورت اوسط حسابی آن مساوی میشود به 


ےہ _ ۴۰۰۰۰ ی 
n 1-1‏ 
n‏ 


2)اوسط حسابی درجات سانتی گراد ذیل را بدست ارید. 


وإ 








ریاضی حنفک دص مر 
"16 1,190,210,200 
حل: 
6 9- ِ 5 اکا لا یا 5 


3) یک شاگرد در مضمون کیمیا سه تست داده است در اولی 82 نمره در دومی 74 و در سومی 89 نمره گرفته 
است در امتحان چهارم چند نمره بگیرد تا اوسط شان 85 شود. 


5 81 
0 - × + 9 + 74 + 82 
0= ×+ 245 
X = 340-45‏ 
XxX =95‏ 
اگر ارقام تضیف شده باشد درینصورت از فورمول ذیل استفاده می نمایند. 


ویو ره 


11 11 






8 ! 12 ! 16 ؛ 16 ! 16 ؛ 15 ! 15 ! 15 !14 14 ! 13 ! 13 ! 13 ! 13 ! 13 ۱ 12 ! 12 11 ؛ 11 


دیده میشود که 11 دو دفعه 13 پنج دفعه . 15 سه دفعه 6 14.12 و 16 هر کدام دو دفعه تکرار شده است که 


میتوان انرا در جدول نیز نوشت. 
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۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 

تسچ جو 
1 
1 
1 
1 
۱ 
1 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


N 
N 
00 


٦ 
۱ 

مشچ اس سم وی شی ید سم ام هس هه سا سم سس هس شی شا کات سس دس اس جک هه مک کم کج 
1 


U1 
9 
تن‎ 


ا 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
= 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 


N 
N 
۰ 


۱ 
۱ 
۱ 
0 
۱ 
۱ 
۱ 
0 
۱ 
۱ 
۱ 
0 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 

جچنود سوه ۳ 
1 
1 
1 
0 
۱ 
ا 
۱ 
0 
۱ 
۱ 
۱ 
أ 
۱ 
0 
۱ 
0 
۱ 


N 
N 
N 
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8 
251 2.11 + 2.12 +5.13 +214 + 3.15 + 2.16 + 1.17-+ 10,18 2 ۔ 
5 ۔ 
18 18 


=9 





2.2 6 27 
مشخصات اوسط: مجموع الجبری انحرافات از اوسط مساوی به صفر است یعنی اگر انحرف را به 2-2 نشان دھید 





SRS ۱0 =6 


سس سس 121ل 





ریاخی صنف د کے 


x-x=4+2+0+)-2(+)-4(=6+ )-6(=0‏ 3 
2) اگر با هر رقم یک عدد جمع شود اوسط به اندازه همان عدد زیاد می شود 
3 اگر از هر رقم یک عدد منفی شود اوسط به همان اندازه کم میشود 
4)اگر هر رقم به یک عدد خلاف صفر ضرب شود اوسط نیز به همان عدد ضرب می شود. 
5 اگر هر رقم به عدد خلاف صفر تقسیم شود اوسط نیز به همان عدد خلاف صفر تقسیم می شود. 
مثلا در جدول ذیل 


- نا بش رر ںی ۰ ار ار ی‎ i iii 
SS. جو جج بد ما ا سان سس تا‎ 


وو از ور وچ چو رش a‏ :درو ور کر چو سے 


ْ 7 3 10 2.5 


وحم إ_ مرحم x= |] =4 ٠‏ 





میانه: این هم در توزیع فرکونسی یک طریقه دیگری برای پیدا کردن مرکزیت ارقام است و آن هم حد وسطی یک 
تعداد ارقام و اعداد می باشد که نصف ارقام آن به یکطرف و نصف باقیماندہ به طرف دیگر قرار دارد و این نقطه را طور 
ذیل دریافت داریم. 
فرضاً اگر یک سلسله ارقام داده شده باشد از همه اولتر اعداد را از پائین به بالا و یا برعکس ترتیب می نمایم. 
1 700 ھپ ود 7۳ 6,9,12,11,13,17,15 
اگر ترتیب شود چنین خواهد بود 7,, ,61 
رقم وسطی این ارقام 12 است و اگر تعداد ارقام جفت باشد درینصورت میانه عبارت از نصف در حد وسطی است. مثلا: 
1:62 5,7,1 
4 ,6,7,9 ,5 
_ 20 9+11 _ 
2 . 2 


Med 10 





------- - سے صج|‌ج ‏ ووو س 





اول ارقام را ترتیب می نمائیم. 
9 ,411.5 ,364.1,364.2 ,347.2 ,337.6,339.4 ,295.0 ,269.7 ,226.3 
6-6 _ 347.2+ 339.4 
2 


Med = = 3 


گر ارقام تصنیف شده باشد درینصورت از فورمول ذیل اتفاده می نماید. 
C‏ 
Jin‏ 
در اینجا 2 سرحد پائینی همان صنفی است که میانه در آن دارد. 


Med = L+ (= f). 


۷[. مجموعه تعداد توزیع فریکونسی است. 
۴. مجموعه همان فریکونسی های است که قبل از :1 قرار دارد. 
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۵ مجموعه فریکونسی های قبل از با که در ستون سوم نوشته شده است. 
N‏ 50 
٭ قیمت 2 مساوی است به 2 


۵ عرض صنفی همان صنفی باید دریافت گردد که میانه در آن قرار دارد و آن عبارت است از. 
ا CE Ek‏ 
فریکونسی این صنف 10 است پس: :7 
fin‏ 
3 
—.(18- 25) + 29.5 = 
10 


Med = 1+ (=f). 


9793 
10 10 
6 - 2.1+ 29.5 = 
نوت: سرحد پائین یک صنف مساوی به حاصل جمع حد بالایی صنف قبلی و حد پائینی صنف مورد نظر تقسیم بر 
2 
رد2 
< ارم | رو " )1-( 3 > ۸ 
[-ز 


در همین سرحد بالایی یک صنف مساوی به حاصل جمع حد پائینی صنف بعدی و حد بالای صنف مورد نظر تقسیم بر 
2 که در این جا سرحد بالایی صنف مورد نظر یعنی از صنف پنجم مساوی است به: 
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جک 


موہ 55ے 324993 
2 2 





مشخصات مانه: 
1- میانه نقطه معیاری میانه یک سلسله ارقام است که توزیع فریکونسی را به دو حصه مساوی تقسیم می نماید. 
2- اشتباه معیاری از اوسط حسابی زیادتر می باشد وقتیکه توزیع فریکونسی ارقام یک چیز می باشد. 
3- محاسبات الجبری در میانه صورت گرفته نمیتواند که نمیتوان میانه دو گروپ دریافت کرد. 
4- اگر توزیع فریکونسی ارقام متناظر نباشد بهتر است از اوسط حسابی استفاده ميشود. 


3 مود :Mode‏ 
مود عبارت از همان نقطه یک سلسله ارقام است که از تمام ارقام فریکونسی بیشتری داشته باشد. 
مثلاً: 212,121214,15,1566,3 1 ,112 1 1 [ 


دیدہ میشود که فریکونسی عدد 12 از فریکونسی ارقام دیگر بیشتر است بنابرین مود این سلسله ارقام 12 است. هر 
گاه فریگوتسی آرکام ساوی باقن ٹ رضصورت مود حساب قد تماد ساٹ 2.7,16,19,2025 مهم خان 
6,9 2,2,2,7,7,17,16 ارقام مود ندارد زیرا تمام ارقام یکنوع فریکونسی دارد امکان آن موجود است 
که یک سلسله ارقام دو مود 9 سه موده باشد. طور مثال: 

A = 111,11,12,12,13,13,13,14,14,14,15[‏ 
درین حالت مود عبارت از اوسط حسابی قیمت های هم جوار است که یکنوع فریکونسی دارد و قیمت شان زیاد میباشد 
یعنی 13 و 14 یکنوع فریکونسی داشته و فریکونسی شان از تمام ارقام دیگر بیشتر است درینصورت گویند که این 
ارقام دو مود است یعنی: 

Moda = )13,14( 

مثال ها: (19,20,25,26,19) = 0,۔10,20,30,40) = {5,5,5,5,B‏ = ۸4 
درینصورت 5 = (4) 104 تعریف نه شده = (8) ۸۵۵ 19“( )) 1/0 است. 


6 





۸ 
Mo < L + 1 
5۸+ 5 


۸۵ 
که درینجا 

ى[- سرحد پائینی صنفی است که مود درآن قرار دارد. 

ر۸ - تفاوت بین فریکونسی این صنف یا صنف قبلی است. 

و۸ - تفاوت بین فریکونسی این صنف یا صنف بعدی است. 

-٤‏ عرض صنفی این صنف است. 
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ریاخی صنف د کے 


توزیع فریکونسی جمعی _| فریکون ۱ صنوف 
3 ۱ 


نت نت 


40 


135-7 37 


144-6 
153-145 
162-4 
171-3 





190-72 


9= 7,0 >- 12-5 > ,3,۸ < 12-9 ء =144.5,A۸‏ ر] 


۸ 3 


.C - 144 5+ و‎ 
3+7 





+ رر]ا< , ۸ 
2 1 
7 + 144.5 ی > 
10 
2-2 
مشخصات مود؛ 


1- مود ارقام تصنیف شده در همان صنفی قرار دارد که از تمام شان فریکونسی بیشتری می دارد. 
2- اگر توزیع فریکونسی به شکل نارمل میباشد درینصورت اوسط میانه مود روی هم منطبق اند و غیر آن منطبق 
نمی باشد. 
تمرین: جدول ذیل را در نظر بگیرید اوسط حسابی میانه و مود آنرا بدست آرید. 





و س 

















E E 


تبدیل معادله عمومی یک خط مستقیم به اشکال دیگر آن 
1- تبدیل معادله عمومی یک خط مستقیم به شکل معادله معیاری آن: 
گل ی معاد طا مم گرا دی ان 
ax +by+c=0‏ 
ور جاک 20 2۵ ۵ امت آنا فک ماده مهار یک خط مت قدیل سی تات 





by =-ax -c 
£ 
وت‎ 
y =mx +b 
1 6 0۷ 
b b 
d 
را‎ ٢ معادله فوق را معادله معیاری خط مستقیم گویند که "م- ۳ ۷ میل خط مستقیم و ۶- فاصله است که محور‎ 
قطع می نماید.‎ 
حالت های خصوصی:‎ 


1- آگر د رمعادله عمومی خط می وضو و 0= 5 باش عاد دارای شکل دیل است: 





و ایح ادك خط میتی است كا مور ١‏ موا اة و تالا کر ار فاضله آج یہ آفاره ِ است: 


2- اگر در معادله عمومی خط مستقیم ۶0 ط و ۶-0 باشد معادله دارای شکل ذیل است. 


ax+ by - 0 


a 
مور جج وت‎ 


وا 2-2 « میل خط مستقیم است» که معادله شکل ذیل را حاصل می نماید. 


ریاخی حنف د کے 


بوده اگر 1- - مس باشد × 


ر ناصف الزاویه ربح دوم و چهارم است. 





3- اگر در معادله عمومی خط مستقیم 0< 4 و ۶0 ر باشد» معادله شکل ذیل را دارد. 





وازخ عاذ خط میتی ست که با سیر سای سای رای مد 7۶ فاصلہ آنه اداه دات 


ax دج-0-‎ × =0 


0= « ج-0- by‏ 
مثال: معادله عمومی خط مستقیم 0 = 20 + 12- ×5 را به شکل معیاری تبدیل نمائید. 
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E E 


0- 5 - ر12 
5 5 20 5 
+ = +× 
3 12 12 12 
= ور و محور ۷ را در نقطه 0,7 قطع مینمایند. 


= ر 
مب 5 
| 
مل ن ےر 
مثال: معادله عمومی خط مستقیم 0 = 5 - ×3 + 2را به شکل معیاری تبدیل نمائید. 
حل: 0= 5- 3+ 2y‏ 

2y =-3× +5 


ی 3 ۲ 5 ۳ 

2- معادله خط مستقیمی که میل و یک نقطه آن معلوم باشد: شکل عمومی معادله خط مستقیم 
0= 6+ برط+ جه را به معادله معیاری خط مستقیم + 27۲ ر تبدیل نمودیم که ۳ میل آن است. 
همچنان میل خط مستقیم عبارت از تانجنت زاویه است که خط مستقیم در جهت مثبت با محور ×0 تشکیا 
نمایند معادله خط بآ که میل آن 10 و از نقطه (,,,) ۵ میگذرد دریافت می نمائیم. اگر ( ,)۳ یک 
نقطه اختیاری خط مستقیم را باشد. چون نقطه (, 7,, )©0 و ( بر, )2 بالای عین خط مستقیم واقع اند. 

y-y, 
یرک پر‎ 





(٭5- )و  ->‏ بر- برجہ 


190 = m = 





ال اله خط مم را کرات تماد که هيل ان 8-2 می گند 


--سصصص > س gg‏ 





ریاخی حنف د کے 


حل: (,- 270 ریز ز 
(5- )2-=1- ر 

1+ ×2-=10+1+ ر2 دس بر 

11=0- 22+ بر 


ال + منادله خط مستقیم:را دریافت تمائید که عیل آن تَّ و از اك (م 5ے سن کار 


حل: (,- )"= - پر 


3- معادله خط مستقیم که دو نقطه آن معلوم باشد: خط / که عمود به محور ۷ نباشد و از نقاط (, ,)©0 و 
(و ,)۸ می گذرد و 7 ,)2 یک نقطه اختیاری خط ىآ باشد چون میل خط مستقیم در هر نقطه خط 


یاخم ستاو ماش سن 0 31606 70ط رز 
1 را و JX X7‏ 
نم0 

ھ7 

gv 





2-1 ¥_ 1= ل٢‏ 
2-30 تہ 


2 ۲ 
yJ ج)۔ 2 جک‎ X1) 
2 - 6 


مثال: معادله خط مستقیم را دریافت تعائید که ازغقاط (2,1) 7 و (6,5-) 2 می گذرد 


130ل 














یل او 
2 ی ار y‏ 
1 1 4 
ا (2 =1 
1 ) ف ) 8 y‏ 
1 
می سے جو نے 
2 2 
4-0 - ر2 + 1 
ال معادله خط مستقیمی را دریافت نمائید که از نقاط 0 اط [ ,0 )کرد 
0 
حل: )× ضا نے و 7 
یھ 
>- (- ٠۔‏ 
فا ےر وہ جج 
کہ وج کو ہو حچہ ہے 
۴ نس +0 
0 0 
2۶ے 9+ کے گے کے ر 
b 0 b b‏ 
by =-ax —c‏ 


ادل وی فکل عمزمی ساتلھ خط ممم ا 
Ed‏ که عله قاط آ ناس دالباد PENI NL‏ تک فلا EN‏ خطا 





نمایند. 


م7138 

















ریساضی حنف دهم سم 


حل: 4- = 2,6 = ۵ میباشد. 


ےہ =e‏ 
ax + = -6‏ 
ax +by +c =0‏ 
قطع نمایند. 
حل معادله درجه دوم یک مجهوله که دارای جذور مختلط باشد. 
شکل عمومی این نوع معادلات 0 = 6+ + 2 0(۵ < 0) بوده طوریکه ۵,9,۲ اعداد ثابت اند و × مجهول 
(متحول) از درجه دوم میباشد. هر معادله درجه دوم یک مجپوله دارای دو جذر ,× و ر ۲ میباشد. 


1- اگر 020 باشد معادله مذکور به معادله درجه دوم 0 = +٥‏ چه تبدیل گردیده و حل آن قرار ذیل است. 


ax” +c =0 
0 


0 ک ¬ 
= رو کے مر سے طل ہے 
ad ad ad‏ 


5x7” +20 =0 


2 2 cC 
چرچ ےمم‎ 2 
X 


مثال: معادله 0 = 20 + * ×5 را حل نمائید. 


کے دج 20-= 2ہ 


4+ = 4-ل+ے x‏ 
[2- = ر 2,۲ < × 
2 

لات 1 


132ل 
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حل معادلات یک مجهوله درجه دوم: حل آن را میتوان طوری ذیل دریافت. 


ax  +bx +c =0 
a 
(2) 5 
7 + دلو رت‎ 
a 2a 0 


b نے 2ئ‎ - 6 
ك + زر‎ 
( "م2‎ 4a2 0 کے‎ 
b b” - 4ac 
X + = 
2a 4a 
5 9 ۷ -4ac _ - 0-6 
a 2a 2a 
اگر ء40 - 2 > ۸ وضع گردد داریم:‎ 
۔_‎ +۸ 
20 


اگر 406 - 2ط = ۸ باشد معادله دارای دو جذر مختلف العلامه حقیقی میباشد اگر 0 = ۸ باشد معادله دارای دو جذر 
مساوی حقیقی میباشد. اگر 0 > ۸ باشد معادله درست اعداد حقیقی حل ندارد لیکن در ساحه اعداد مختلط دارای دو 
مثال: معادله 0 = 26 + 2-10 × را حل نمائید. 
حل: 26 = 10,6- = (,1= 82 میباشد. 

A > 2ط‎ - 466 = )-10( -40()26( - 100-104 = -4 


7ت ۰+102 دمم تل و 
ا ا 1,2 


2 2۰1 20 
[- ڈ ور 19 XxX‏ 
مثال: معادله 0 = 15+ 47 + 2 ×4 را حل نمائید. 
حل: او ہے ۸2ء 7 
(4i) -4)4()15( - 1617 5‏ = -40-٭ط-۸ 
0 - 256- - 16-240- = 


_ -4i +-256 _-41 +2۰256 _ -41 6 


8 8 24 
3 12+ 16+ نف 
2 8 8 
رگ _ 220 _ 46-168 _ 
2 8 8 ِ 





























ریاخی صنف د کے 


مثال: معادله درجه دوم را دریافت نمائید که جذر های آن (3+27) و (3-21) باشد. 


حل: فرضاً 3-2 = ر ×, 21 +3< ,× باشد درین صورت داریم: 0( 27 27,0 ) ۲ 
0 = رخ ×+ و0 و 


2۲-0 +۲ 6 =0 
۲ +X 23+ 21 +3- 27 =6 
۲ ۰ ر‎ = )3+ 27 ()3-21( =9- 6 +6 +47 
۲, رد۰‎ 2 9+4 <3 
x”-6% 13 0 
۸ =b” - 406 - 36 - 4)1(13 = 36-52 - -6 
_ 46+ 016 6+16 6+16 6+4 


X12 
2 2 2 2 
x < 3+ 2,۲ ر‎ < 3-7 


دریافت ساحت ماع به طریھ ها مش 
1- دریافت مساحد مثلث در صورت که کمیات روس آن داده شدہ باشد: 


A 
اگر (٥56هء) راس های مثلث مر باشد طوریکه در شکل مشاهده می شود بالای محور 6 سه خط عمود‎ 
را رسم می نمائیم.‎ 74, ,8 


P(*2:Y (و‎ 





A 


برای بدست آوردن مساحت مثلث ,08 از مساحت مضلح 457,78 مساحت ذوذنقه 47178 را تفریق می 
نمائیم: 

مساحت مضلع متشکل از دو ذوذنقه 482€ و 60578 است و همچتان ميدانيم که مساحت ذوذنقه مساوی است به 
نصف مجموع دو ضلع موازی ضرب فاصله مد دو ضلع موازی (ارتفاع ذوذنقد). 

( 472 مساحت ذوذنقه) -( ,٤‏ ر۶ ۶,4 مساحت ذوذنقه + ۳۸45 مساحت ذوذنقه)< PPP,‏ مساحت مثلث 
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5 1 1 
PP,P, = 2۳ ۱ + PC 4 C ) ٠ 2۳ ۱ ۰٠ ۵ XBC ۱ 

1 
(۸۶)۔۔‎ + BP, X48 ۱ 

1 1 1 
=X (‏ ;)7+ و و( + 0ا کر »)72+ ب 

1 ۸ 
8 ونے بے پنیا ے ہز تس تہج مرط ‏ ےی 
YX; TY <Y; FY `)‏ 
1 

5 و ہس‎ e 


[(, - اس X2,‏ ,ر- وا = 5 


مثال: مساحت مثلثی را دریافت نمائید که راس های آن نقاط (1,4) و ,(2,1-) و (7)4,2 باشند. 
حل: چون 2 = ر ,24 4,2 = رباع ر×,1= , ,2 < × می باشند لذا میتوانیم مساحت مثلث را توسط 
فورمول ذیل محاسبه نمائیم. 


1 
SOD‏ رر و .-- 7 


5 = 2)2 -4(+10 -2(+4)4-1([ 


15 1 1 
وج ہک دج ہے 


75ے 5 
مثال: اگر (3,1) 2 ,(6-,5) 2 ,(5-,4) 2 راس های یک مثلث باشند مساحت این مثلث را دریافت نمائید. 


۸ 
حل: چون 23 و ×,1= ور ,5 = ر ,6- = ونظ,4- ,درگ ر میباشند لذا مساحت مثلث 213 ۷" قرار ذیل است: 


اروا +x‏ )= وت (و بر و ]2 - ِ 
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راضی حنف د کے 


S = 3140 + 6+55 -1(+3)6+5([ 


5 = 2 ]28-30-3[ 


1 

5 او 
) 2 

24ء 5 

25 ے یق 


BH‏ را بر ضلع )۸ مرسم می نمائیم. چون ےھ = ی وزه در نتیحه 4 810/) = می شود. 





از هندسه می دانیم که مساحت یک مثلث مساوی است به 
2 
_ 
2 





به شکل مثابه اگر از راس های ۸ و٥‏ ارتفاع را رسم نمائیم میتوان نوشت. 
1 

„ = —acsin B 

2 


فو گ = ,کک 
2 


ABC 
8 < 47,5" مثال:- مساحت مثلثی را دریافت نمائید که طول ضلع 3,5071 =4 و 607 = € بوده و وسعت زاویه‎ 
5 = sin B حل:‎ 
و ےق‎ 


از جدول مثلثاتی میدانیم که 
22 47,5 ۹1۳ 


سس 6 13 لس 


1 
2 و 


sS =10,5cm.0, 7372 = 7, ۴ 


مثال:- در مثلث متساوی الساقین 48€ اگر 8-70 = 40٥‏ = 48 و زاویه ”30 =4 باشده درین صورت 
سات اك رآ دریاشت نافد 


A 


2 AB.AC sin 30° 


= e 16cm” 
2 2 


6 سس ٹٹ تج B‏ 


قضیه کوسین:- در هر مثلث (حاده الزاویه» قایم الزاویه و منفرج الزاویه) بین اضلاع و زوایای مثلث رابطه دیل وجود 


دارد. 
ع - a +b”‏ واه b” + e” - 4ُ a +c?‏ 
_-06056,_ 00۶2۳ :۰ 
Cc 206 20‏ 
۳ ۸ 
ثبوت:- در مثلث حاده الزاویه 48€ ارتفاع مربوط راس ۸ را رسم نموده از مثلث های قایم الزاویه 804 و 
ADC‏ داریم. 
A‏ 
۶ 5 
۲8 
0 0 7 
1 
سب وڪ 2 
c= AD + (‏ 
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ویساضی صنف ده مر 
BD=a- DC‏ 
AD =b”-DC`‏ 

قیمت های فوق را در رابطه (1) وضع می نمائیم. 

- 9-6 ADO) 

3 - 02-6 + ۶-200 DC) 
2 = a? +b” -2aDC 

)2( 
عظار Nae‏ ۵( 2 تار 

cosC = جک‎ DC = beosC 


لیت 0607 ار ار امعم مات 
a + b” - 0‏ = ضس 
- 2ط + 2abcosC = a”‏ 


2 2 2 
a +b -c‏ 
سے ےت ہہ سے 00590 
20 
رت + شس ۶ b” +  -‏ 
به شکل مثابه میتوان دریافت که == ق٥‏ سے سے پر 009 
206 20 


0" ن (فورمول هیرون):- برای دریافت مساحت مثلث که سه ضلع آن معلوم باشد 


ذیل صدق می نمایند. 


«4 = |) - ک‎ 0 sin B4 = ها(‎ =D درون‎ 20 


2 
درحالیکه ۵,0,6 اضلاع مثلث و ۳ نصف محیط مثلث میباشد. | --- سے ر( | همچنان میدانیم که 


sin 4 = E ا‎ sin B4 = = رک وه لت‎ = 1- 06 
[ - 4 
7 = 
sin 4 - | 2 


گے سس 139 _ 














b” +c” - ۾‎ 


از فقیه کوسین ہے چو دجہت 


2 + شش - 210-2 شی - ضس‎ + a 


۸ 2bc 5 2 
Sin 
ول‎ < 2 


4 266 - E + a” - و])‎ - 0) 
۰ - 
4 )0 + - (60-4 6( 

ا ۱ 42 


- 2 - 6-2 + + سپ 
(0- )2 < 0-0 + 


همچنان 20 - 2 = 0-26 + ]+ 
( - )2 <0 - + 


قیمت های 6 - + ۵ و 6 + 0-0 را در رابطه اخیر عوض می نمائیم. 


Sin 4 = |20 - ۳ €) _ )-0() ۲ (ء‎ 


نسبت های مثلثاتی 094 میٹ 9 0/2 را از جنس طول اضلاع مثلث نیز دریافت می نمائیم. 


فاص ہیں (ط-۶ا۶ا ۔ وین (٥-قاطا‏ ۸۸ 
۳ کی 7 pp‏ یج ۳1۵ 25 = 0054 
ثبوت رابطه اول: میدانیم که کت = یه« 


به اساس قضیه کوساسین داریم. 





- سے سخ روو 


























ریاخی حنف د کے 


ھی - e”‏ + را 
c0 4=‏ 


2bc 
اوت قوط سے‎ 2710+ 2 +c? - شس‎ 
4۸۸ - 26 5 ء26‎ 
"08 4 - 2 - : 


2 2 
47-_ (b+c) -a” |(b+c-a)(b+c+ a) 
o08 2bc 2bc 
b+c+a-2a=2p-2a 

b+c-a=2(p-a) 


(۵ - )| 2( -2)2| 
5 = ۸ھ 
bc‏ 40 2 ف 


اکنون 5114 ,8 810و 51۳6 را با استفاده از فورمول های فوق دریافت می نمائیم. 


sin 4= 2sin 44 
sin 4= 2 (r ما(‎ e) |z(pP-e) 
bce bce 

2 

(”ہ-ج)(ط-ج)("-م ام کیا 
2 ۱ 

e p(p-a)(p-b)(p-c) 
inc = p(p-a)(p-b)(p-c) 

3: دریافت مساحت مثلث ABC‏ از جنس طول اضلاع: میدانیم که 

2 

p(p-a)(p-b)(p-c)‏ ات 
گر 


4 - م7 


ضط ےئ 
2 


روا 




















E E 


be p(p=a)(p=B)( p=)‏ = و 


(ء- م)(ط- ج)(ہ - )مل s=‏ مساحت مثلث 48€ فورمول فوق را بنام فورمول هیرون نیز یاد می 
نمایند. 
از مقایسه مساوات فوق میتوان نوشت: 
"یں یر سے ری 
bc bc ab‏ 
مثال: اگر اضلاع یک مثلث 180711 - ,2401 = 0 و 306070 = > باشد مساحت این مثلت را دریافت نمائید. 


۱ _ 30+ 24 +18 + 9+ 
حل: 3667 = : - ِ 5 
(+- م)(ط- م)(ہ - مر)مل = 5 
7 - 326.18.12.۰6 = (30 - 24()36 - 18()36- 36)36/ = 5 


مثال:- مساحت مثلثی را دریافت نمائید که طول اضلاع آن 29,001 = ,42,301 و40 ,38<ه 


باشد. 


7 ویو 3۳4 22۹23 - ع25 ۔ و 


(38,4- 42,3()55,2 - 55,2)55,2-29,7))55,2 = (ع - ج)(ط- ج)(ہ - وم )ول = 5 


5 = /55.2)25.5()12.9()16.8( 
9 = 552m 
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رباضی صنف بازد هم 


سامل دروس انتخابی صنف 11 نصاب جدید تعلیمی 


ریاضی هنک یازدهم 2 


پلان لکچر ها 
غرض سهولت برای تریننگ و با در نظرداشت محتوی مواد. شکل عمومی پلان ارائه کردن جلسات ریاضی صنوف 11 
و 12 طور ذیل در نظر گرفته شده است که متحدالمال برای همه جلسات قابل اجرا میباشد. 
موضوع: 111:6“ 
دو تن از جمله شاملین تحت رهنمایی ترینر تعیین و آماده گردیدہ تا هر یک شان نیم یک لکچر را (نصف محتوی مواد 
ارایه کردن لکچر: 
بخش اول لکچر (45 دقیقه): 
1 در شروع معمولا برای 20 دقيقه موضع راز روی مواد ممد تشریح و توضیح نماید. 
2 بعداً برای 15 ال 20 دقیقه بحث صنفی یا در گروپها را جع به موضوع بحث شده» یا حل مثالها از مواد ممد 
و یا هم شاملین این موضوعات و مسایل را در کتاب درسی تطبیق مینمایند و مسایل و ابهامات باقی مانده 
شانرا دریافت کرده با ترینر در میان میگذارد. 
3 در اخر برای 5 الی 10 دقیقه از طرف ترینر نتیجه گیری و توضیح به سوالات شاملین صورت میگیرد. 
بخش دوم لکچر (45 دقیقه): 
بخش دوم لکچر بهعین ترتیب از طرف استاد دوم به پیش برده ميشود. 
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EES.‏ حنف بازدهم 


لکجر اول 
معادزات مثلثاتی 


معادله مثلثاتی: هرگاه دو افاده مثلثاتی در حالت مساوات قرار داشته باشد. طوریکه برای بعضی از قیمت های معین 
زوایا مساوات صدق نمایند. معادله مثلثاتی نامیده میشود. 
یا معادله اقلا دارای یک نسبت مثلثاتی مجهول باشد معادله مقلثاتی گفته می شود و مانند معادلات الجبری به حل آن 
پرداخته و زاویه مجهول مربوط را دریافت می نمائیم. 
مانند معادله 3/-×2810 که به قیمت های 

7۲ 27 Ir ۲ 

3 3 3 3 

دو طرف تساوی صدق می نمایند. 
جذر یا جواب معادله: جذر یا جواب معادله قیمت های از زاویه مجهول است که صحت و درستی تساوی را با تطبیق 
قیمت ها آن بر قرار مى شود مقصود از حل معادله مثلفاتی دریافت تمام حل های آن معادله است. مغلا در معادله 


0- 0-3 2510 جواب ها عبارت اند از +2۴ x=‏ یا +2 = 


حل معادله های مثلثاتی: برای حل یک معادله مثلثاتی به کمک رابطه های مثلثاتی و قوانین الحبری به ترتیب آنرا به 
معادله های ساده ترتبدیل نموده که تابه یکی از صورت های ذیل تبدیل گردد. 
1 حالت اول: (asina+b=0) sinx=a‏ 

خر غالک اک کات اسف قرضا کیت ۲ مسامی یہ © اشد درون ضصورت 

0 1 < 77 91۳ 
و قیمت های × از رابطه های مانند A‏ + 2۸7 =× و (یں -77) + 2۸7 = × محاسبه میگردد. 
مثال: ست حل های معادله مثلثاتی 0 =1- 251۳2 را دریافت نمائید. 
حل: معادله مثلثاتی از نوع حالت اول است. 

2810-1-0 

2sinx =1 


1 
SINX==—‏ 
2 
0 5 7 ا 2 
sinx= sin 20‏ 
در مثال فوق بی نھایت زوایا وجود دارد که 1۳ آن ‏ استہ کوچکترین زاویه آن 7 است. 


مش ۲ 
اکنون در دایرہ مثلثاتی (شکلآ) همان زاویه های را دریافت می نمائیم که 911 ان است. 


ب- _ __ و 





ریاخضی هنک یازدھےم اکس 


x= , 2+۴ , و.. , ده‎ 2+7 , kez 
6 6 6 6 


در نتیحه +2۳ حل معادله است و ست حل های آن 


5 چ‎ 
= 2+ 7 ke2| 





در دایرہ مثلقاتی دوم (شکل11] از رابطه (6 - ۲) همان زاویه های را دریافت می نمائیم که 811 آن ر باش 
71 گ77 _ 77_ 77_ ہر سے 
keZ‏ 6° 1(7-+21) بد 6 57 6° 3r‏ ۲-6 
در نتیجه 2 - )1+ x = (2k‏ حل معادله است و ست حل های آن 


e E 


ست های رک و رک رامیتوان طوری ذیل نوشت (حل عمومی) 


مس ۱ کہ 


نتیجه ]: زاویه های که دارای 910 های مساوی اند. 
حالت اول: آن عده زوایایی که سیکنت (00966) ها و کوساین های آن مساوی اند حل آن قرار ذیل است. 
x = 217 + )-1( a‏ 
اگر ۸ طاق باشد عناصر رک و اگر ۸ جفت باشد عناصر 9ء مثال فوق را ارایه می نمایند. 
مثال: ست حل های معادله مثلثاتی 0 = 3 - 25112 را دریافت نمائید. 
حل: معادله مثلثاتی از نوع حالت اول است. 
0 < 7-3 251۳ 


۱ 3 
SIN X = — 
2 





م10 


EES.‏ هنک بازدهم 


چون 1 < است بٹ برآن سادله حل ته درد 
حالت دوم: = (a cosx + b= 0)cosX‏ 
در حالیکه 1> ط > 1- است 

cos = b 

910 ۲ = cos Û 

و تمام قیمت های × از رابطه 6 + 2177 = × و 6 - 2۸7 = × بدست می آید. 
اگر  <1‏ و یا 1- > باشد معادله حل نه دارد. 
مثال: ست حل معادله مثلثاتی 0 = 3ہ - × 008 2 را دریافت نمائید. 
حل: معادله مثلثاتی را به شکل عمومی حالت دوم تبدیل می نمائیم. 

2609-13 =0 


cos 4 


7 
0 -۔ تا = COSX‏ 


r 
در مثال فوق بی نهایت زوایای وجود دارند که 005 آن ب۶ است. کوچکترین زاویه آن ج است.‎ 





+ 47 , د 27 , X=‏ 
6 6 6 
71 11 
X= -— , 2r , 4r ۲‏ 
6 6 6 
به شکل عموم ست های فوق را میتوان طوری ذیل نوشت. 
x= 2kr +0‏ 
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ریاضی صنف یازدھش مر 
+ ۲ 27 ی ۲ کید ]و 
و حل های که در فاصله | 27 , 0] واقع اند عبارت اند از: 


r 127-7 117 


7ر2 ےڈ ,]حم , تج ۴۳:0 


6 6 6 
مثال: حل معادله 0 = 2/+ + × 609 2 را در انتروال (27 , 0) در یافت نمائید. 
حل: 
2 لس = روم 2 
2 
سب COS X=‏ 
2 


2 


7 
COSX = 605 = سس‎ 
4 2 


سب < ز 
4 


وس حل آن | ۲ 2k‏ = 1 2+2 =|( 9 


دیده می شود که معادله در انترول (27 , 0) دارای دو حل است. 


رک را“( کے ,0= k‏ 
4 4 


نتیجه 2: زوایای که دارای 605 های مساوی اند. 
حالت دوم: آن عده زوایای که 605 و 886 های مساوی دارند فورمول عمومی شان قرارذیل است. 
0 - 2/7 < ۲ 

حالت سوم: » = × 0(/8 = ۲+0 ع/) زاویه را طوری دریافت می نمائیم که €= 87/. پس 
1ا < 187 و حل عمومی آن ۷ + ۸7 = ۲. 
مثال: ست حل معادله 0- 3 - جا 
حل: 

0= 3 - رو 

tan x = 3 


tan x = و‎ << tg 60° 


س ا 








EES.‏ هنک بازدهم 





به شکل عمومی ست حل های آن عبارت اند از 





r 
مج مادک‎ 1 > 


۱ د ى7 د‎ r 
مثال: حل های معادله 2 +&2)- ده رادر انتروال [ 27 , 0] دریافت نمائید.‎ 


حل: 
tg ۲ +‏ = 3 - 2 18 
3 4 


+ با دی رھ د إتج.بمر)+ یر بو 
4 3 3 4 
7 
رے اس 
12 12 
19 7+ 127 7 7 
r 127+77 .‏ +یرے ہد ۸-1 گے ےد 0 - 1 
12 12 12 12 


(cot g x +b = 0( حالت چهارم: 41 = × ع ا0‎ 


زاویه 0 را طوری دریافت می نمائیم که 0 = 20 601 باشد» پس £0 ۰01 = ۲ و cot‏ و فورمول عمومی برای 
تعین × داریم. 7+60 < ۲ 
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ریاخضی هنک یازدهم 2 


تام داده تا جواب های مورد نظر حاصل گردد. 
مثال: معادله 0 = ٥٥٤  -1‏ را حل نمائید. 


cotgx =1‏ > ۲-1-0 ۶ 6۵1 
در بین انتروال [ 27 , 0] زاویه را دریافت می نمائیم که کوتانجانت آن مساوی به عدد یک باشد. 


7 7 
امہ‎ 2 x = 01877 ج‎ x= 7 


ست حل های آن قرار ذیل انسک: 





۲ تر خر 7 - 5 
4 4 4ا 1 


,+3 ۲ یپ 7< و5 
4 4 
{x|x=kr+0 ۳۱‏ 5 
مثال: معادله × ع ]60 = ×3 ع 601 را حل نمائید. 
حل: 
x > 3 < 17 + ۲‏ 0012 < ×3 2 ]00 
keZ‏ , > ]2217 > 31-27۲ 


ننیحه 3: زوایای که دارای ۸۹ 9 cot fg‏ مساوی اند: زوایای که دارای 18 و £ cot‏ های مساوی اند بصورت 
عموم فورمول ذیل را دارا اند. 

0+ 17 < 1 
حل معادلات درجه دوم مثلثئاتی: شکل عمومی آن قرار ذیل است. 


asin” x + bcos? x +esin XCOSX = 0 
درحالیکه ۵ , 2 و 6 اعداد ثابت اند:‎ 


معادلات درجه دوم مثلثاتی با استفاده از طریقه های معادلات درجه دوم الجبری قابلیت حل را داشته و زوایای مجهول 
مربوطه دریافت گردیده می تواند. 

مثال: معادله مثلثاتی 0 = 1+ × 8(٣‏ 5 - × 68107 را حل نمائید. 

حل: در معادله فوق تعویض 5187 = ر را تطبیق می نمائیم. 


س ا ا 





EES.‏ حنف بازدهم 


-5y + 1-0‏ 2ر6 


A=b2-4ac=(-5)*-4(6)(1)=25-24=1 
5±1 _5+1_6 _1 


= ہت کے ڈرو ys‏ 3 سس ورلر( 


1 
12 ۰ 12 2 ]2 12 3 


ہے 1 7 


ےج 
٩ 7‏ 6 
«(1 +20) = 


x= + )-[(" a جح‎ x = kr + (1) > , kK=0,1,2,... 


ون = × ده خوردترین زاویه که تلة آن 0,33 استہ از جدول مثلثاتی عبارت از 199.30 بات 
اه 
2k +‏ سے 
ع ۲ 7 A=‏ 
- 127+1(7)-× 
20 
یا 
13 
x= kr+(-1 a 201۰‏ 
120 


مثال: معادله 0 = 3 - × 008 + × 20087 را حل نمائید. 
حل: اگر 6097  <‏ وضع نمائیم داریم که 
6097-3-0 +۲ وو 2 
0ح3- رز +2 
A=b”—-4ac=1—-4(2)(-3)=1+24=5‏ 


51ل 


ریساضی صنف بازدهم مر 








1+5 -1 +5 
J2 7 4 < رز‎ = 4 =1 
J, =cosX=1 
_-1-5 مت‎ 3 
4 4 و‎ 
۳ 
2 


1= 6092 = پیر 
۲ و 20 


X= 2kr + )-1( a 


3 
C08٨ = 2‏ = ول( حل نه دارد (چرا) 
مثال: معادله مثلثاتی 0 = 2 - ×ع)(2۳-1) + 9*۲( 2-) داده شده است. 
3 به کدام قیمت های 771 معادله دارای حل است. 
0 به قیمت 3- = 701 حل ها را دریافت نمائید. 
حل3: میدانیم که 1826 به هرقیمت حقیقی معین شده میتواند. بنابرین شرط اگر 0 < ۸ باشد معادله دارای حل حقیقی 
است. 
(2-)(4)7-2- '(1- بر2) 44c‏ - 2ط = A‏ 
A=4m?-4m+1+8(m — 2)‏ 
A=4m?—-4m+1+8m-16=4m?+4m-1520‏ 
به قیمت های 3 < و و 3 > ہہ معادله فوق دارای حل حقیقی است. 
حل 0.به قیمت 3- = 7 معادله شکل ذیل را حاصل می نمائيم. 
5g x + 7 gx + 2 = 0‏ ج- 0 = 2 - -5tg x - 7tgx‏ 
اگر ×18  <‏ وضع نمائیم داریم که: 
+7y+2 =0‏ 2ر5 


۳ | 7+3 749-40 
ححت و 1- رود 7ل 10 ھا ,۱ 


کج( جا اتو 


4 
a=21° 48 5‏ , (-) وا سس( )با 


س-ستتت تس صصح لی شس واش 




















EES.‏ حنف بازدهم 


لکچر دوم 
حل سیستم های معادلات مثلثاتی دو مجهوله 


برای حل سیستم های معادلات مثلثاتی چند مجهوله طریقه و قاعده معین وجود نه دارد که در حل سیستم های 
معادلات مثلثاتی از آن استفاده گرد. انحه درین مورد میتوان برای حل بعضی از سیستم های معادلات چند مجپوله 
مثلثاتی مورد استفاده قرار داد باید نکات ذیل را مراعات نمود. 

1 در صورت امکان هر سیستم را به سیستم های ساده تبدیل می نمایم. 

2 اگر معادله های سیستم چند مجهوله ئی مثلثاتی فقط شامل نسبت های مثلثاتی زاوایای مجهول باشند باید 
تمام نسبت های مثلثاتی هر زاویه مجهول را به یکی از نسبت های آن زاویه تبدیل کرد تا سیستم مثلثاتی به 
یک سیستم چند مجهوله تبدیل شود. 

3. اگر معادله های سیستم علاوه بر نسبت های مثلثاتی شامل زوایای باشند درین صورت باید با انجام دادن 
عملیه های لازم و با استفاده از رابطه های مثلثاتی در معادله شامل نسبت های مثلناتی زاوایا رابطه (یا رابطه 
های) دیگر بین زاوایای بدست آورده و سیستم را به حل یک سیستم چند مجهولی نسبت به زوایا تبدیل و حل 
کرد. 

4 برای حل سیستم های دو مجهوله مثلثاتی که یکی از معادله های آن به صورت مجموع و یا تفاضل دو زاویه 
مجهول بوده و معادله دیگری شامل نسبت های مثلثاتی آن دو زاویه باشد طریقه حل های خاص وجود دارد 
کف دیل ارا عریم کی ما 

و سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع اول: سیستم های دو معادله دو مجهوله ئی که به شکل عمومی 
قرار ذیل است بنام سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع اول موسوم اند. 

0 - ر×۶ مأ- رد 
cosy=a‏ ھت y=a‏ ۸-818 
0< ×۶ مو - ر×۶ 
سی 7-01 21-001 غ 
در حالیکه ٩‏ عدد معلوم و € قوس یا زوایه معلوم و همچنان × و ۷[ قوس یا زوایه های مجھول اند. 
در سیستم های مثلثاتی فوق دیده می شود که مجموع پا تفاضل دو زاویه و نیز مجموع یا تفاضل نسبت های مثلثاتی 
هم نوع از زوایای مجهول معلوم است برای حل این سیستم های معادله دوم را به حاصل ضرب تبدیل می نمایم. اکنون 
از سیستم های فوق یکی آنرا حل می نمایم. 
I‏ 0 < ر( + ز 
e cosy= a II‏ 
در رابطه (11) فورمول حاصل ضرب را تطبیق می نمایم. 


با ا ہہ 


ریاضی صنف بازده مر 


COSX+COS ہر 2جو - بر‎ =a 


1۲+ 7-0 I 


2cos cos ZY = a II 





۲-«( _ a 
cos 
2 9 42 





ارس ادخب ا ویج گے رق ےنا فور و کرام اقت: 
200٥ ۸ 2‏ 
۷م - 75-7 
cos : 09۸‏ 


در ےکک 
2 2 


x-y=4kr+p 
سم‎ 
کین زوایای مجهول منجر به حل یک سیستم در معادله دو میجهولی گردید که از انجا زوایای مجهول به سلاه کی‎ 


۸ + ۷ +21 سور 


kez 
y=-2kr-%4 +۸ 
x= 2/7 - ۷/۸ + 
2 2 kez 


۷ رت 
+ و +2 رر 
مثال: سیستم مثلثانی دو مجهوله ذیل را حل نمائید. 
۲-22 
پا = 2-510 510 





حل: رابطه دومی را به شکل حاصل ضرب می نویسیم. 


سس 194 

















از حل سیستم فوق داریم: 


مثال سوم: سیستم دو معادله دو مجهوله ذیل را حل نمائید. 


حل: معادله دوم سیستم را به شکل ذیل نیز ارایه کرده می توانیم 


به جای ‏ +× مقدارش یعنی 7 وضع می نمایم. 


1 هنک بازدهم 


-2)/2-1( 


2cos sin ZY = 1 


2 2 2 
1_ ب7 یں ۲ 
sin 6 <2‏ 2 2005 
ا ہمہ ]1 _ ([5د 
توت ازع 2 COS‏ 
رز( 


2 


2 
جرج 


سر 
3 


x=2kr+& 
: 1 ملا‎ 
سیر‎ 27+ 
6 


1 - 217-7 
6 


2 عبر 
2 





< رز + بر 


(1- 2/2 - و + روز 


۹100 ۷) -2)./2-1( 


COSXCOSY 
sin(x+y) 


[eos(t+ y)+cos(x— »([ 


گڑے ر 
رک7 


سس 55ل 














ریاضی هنک یازدهم 2 


. 71 
2811-- 
4 - 202-0 


)پر جا ہج 


(1- 22 - #2 
2 
و 
از رابطه فوق نتیجه می شود که cos(x - y)=1‏ شود. در نتیجه داریم 


X— y= 2(7 = kr +‏ 
ہے 7 
+ جات y=‏ ت- 
۰ سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع دوم: سیستم های دو معادله و دو مجهوله که به یکی از اشکال 
ذیل باشند بنام سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع دوم یاد میگردد. 


0< -1 21 0< 21 
مت مه 
مأ- رد 0< ]2 
سیر سرک 


م- رد 
y=a‏ هد 
درحالیکه 4 عدد ثابت و 0 قوس یازاویه معلوم و و / قوس و یا زاویه مجهول اند. 
برای حل این سیستم ها معادله دوم را با حاصل جمع تبدیل می نمائیم و از انجا با معلوم بودن ر ±× مقدار ۳7× 
راتعین کرده سپس و را بدست می آوریم. اکنون از سیستم فوق را حل می نمائیم. 
0< +1 
"تہ 


51102۰511 = دنه‎ y)-cos(x+ 2) =a 


در معادله دومی سیستم فورمول حاصل جمع را تطبیق می نمائیم. 


چون 0 <( +-5) است بنا بر این 


ہ مج ےم 156 لس 











با فرض اینکه 1 > ,0050 +20 1-. 


نمائیم دراین صورت خواهیم داشت 


از حل سیستم فوق میتوان نوشت 


9 


مثال: سیستم ذیل را حل نمائید. 


ں۔۔ ریساضی حنف بازدھے 
ہ << | 0 0095-۱-۵5 [-<- ۷ ۰۹11 SIN‏ 
1 (ر دهع زر < پر 


y)-cosa |= a‏ داد ]و 


cOS(x— y)—cOosa = 2a 
COS(X— yJ)= 20 + COSC 


00 2 
7 "00ج اگر 0٥٤٥ء‏ = 6050 +20 وضع 


ہ٥)‎ - 7( < ٥ 


1-1-2710 
رز +1 


2x = 21677 + 0+6 
EE + و/*‎ 


+ و - - 2 « 


۲2 
y = -kr + ۴/2 +1 


7 حرج 


60920605 = 2 


2609:6097 - 73 
009) + (+ cos - (3 
c0 +c08)x- (2-3 


٥...ےہظھهھھھ‏ ھ ‏ سس ے-ےصے لہ 157 س 


ریاضی صنف بازده مر 


مثال: سیستم معادلات مثلثاتی ذیل را حل نمائید. 


حل: ميدانيم که 


sinxsiny _ 
COSX COSY 


cos(x—y)-cos(x+y) _ 3 
cos(x+y)+cos(x—y) 


c00)‏ دومن 


cos(x+y)+cos(x—y) 


1- <( +609 ج 3- = (ر )دهم رز 
cos(x+y)+ 2‏ 
x= kr + 2£‏ ۲ +27 < رز +1 
7 +7۲ پر 7 کے پر 
3 3 


برای حل این نوع از سیستم های معادلات مثلثاتی در دو طرف معادله دوم سیستم از قوانین نسبت و تناسب استفاده می 
نمائیم طوریکه به وسیله جمع در صورت و تفریق از مخرج آن به صورت کسری که در صورت و مخرجش مجموع و 
تفاضل دو نسبت مثلثاتی هم نوع است تبدیل می نمائیم وپس از تبدیل صورت و مخرج به حاصل ضرب با در 
نظرگرفتن /0 < 7 × مقدار ۳7× را تعین نموده و بعد از آن × و به اسانی بدست می اید و اکنون یکی آن 
را حل می نمائیم. 

ہم < رز +6 


Sin y 


517 
=a 


Sinx + Siny  a+1 
Sinx — Siny 0 -1 


Ye X= Yy 


1+ 7 08 3 271 
a 4-1‏ مد رت 
2 2 


سس 158 لس 


























1+ _ عبر X+y‏ 
z=‏ )ا( gz‏ 
"٦-1‏ و 
1+ _ مر 2 
tg - 1]‏ 
۵-1 2 3 ِ 
© واوو او 7 "وه 
2 6-1 
eT > x-yر=2k +p‏ 
1-1-27 
0+ 
از حل سیستم فوق داریم 
اب ہے 
٠ kez‏ 
۲ 
مثال: سیستم ذیل را حل نمائید: 
e:‏ 
3 
2_3 _ 0052 
COSY‏ 


حل: به ترتیب چنین می نوسیم: 


cosx+cosy _2-/3+1 _ (3)/۷3-1ل/ہ‎ _ 7 
cosx cosy 23-1  -/5-( 


مج ۷ ۲ ۲ 
56 ہے 2005 
sin 5‏ 2 21۳ 
کے0 ل2 - 3 +3]-۔- 7 -۷3-ھ (یر - 005 
رم ۔ لا( -م)و0ه 


مس 13 


























ریساضی حنف بازده مر 





مثال: سیستم معادلات مثلثاتی ذیل را حل نمائید. 


[ - ( = 


+ | دن 


lg xIgy = -3 
حل: میدانیم که‎ 
sin x sin y 3 
COSXCOS Y 
cos(x— y)-cos(x+y) _ ۳ 
cos(x + (۲ (بز-‎ 


(پر + cos(x‏ . ڈوم 


cos(x + (پر‎ + cos 


1- = (ر+×)دمہ کے وسرے ا کہ 


cos(x + y)+ (4 

تی چ + 217 < بز + ز 
: ج 7 

۳ =k +7 


٩‏ سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع سوم: سیستم های دو معادله دو محهوله که به شکل عمومی قرار ذیل 
است بنام سیستم های مثلثاتی کلاسیک نوع سوم موسوم اند. 


سس [0 16 لس 














EES.‏ حنف بازدهم 


sin xsIn و - پر‎ 

609005 

605) - y)-cos(x+y) _ ۲ 
cos(x + y)cos(x = ») 


cos(x + ۳)‏ - ڈوم 
7 
کن + )۳ + cos(x‏ 


B-cos(x+y) _ 
cos(x+y)+ Y4 
۶ 1  < 0 2 1  < 0 2 1  < 0 


3 ج‎ cos) + (= -1 


515 x COSX 19 

۳ = 0 = 0 بت‎ = 
SIn 7 COSY 1 
ر×۶‎ < 0 








COX 
=a 





cot y 
برای حل این نوع سیستم های معادلات مثلثاتی در دو طرف معادله دوم سیستم از قوانین نسبت و تناسب استفاده می‎ 
نمائیم طوریکه به وسیله جمع در صورت و تفریق از مخرج آن به صورت کسری که در صورت و مخرجش مجموع و‎ 
تفاضل دو نسبت مثلثاتی هم نوع است تبدیل می نمائیم وپس از تبدیل صورت و مخرج به حاصل ضرب با در‎ 
مقدار ۷( را تعین نموده و بعد از آن × و به اسانی بدست می اید و اکنون یکی آن‎ ×۳ = ٩ نظرگرفتن‎ 
را حل می نمائیم.‎ 
2۲+ 1 < یو‎ 
510 x 
4 
Sin y 
Sinx + 577 a+1 
Sinx — Siny 0 -1 


EYe X= Yy 


1+ھ_ 2 08 7 271 
4-1 ری کک مد رر 
2 2 


ممل 


























ریباضی حنف یازده ہم 


2رد >= جر 


از حل سیستم فوق داریم 
< 1 


مثال: سیستم ذیل را حل نمائید: 


3 
5 کے ۳۶۰۲ 
cosy‏ 
حل: به ترتیب چنین می نوسیم: 
cosx+ cosy _ 2-3 +1 ۰363 -1( _ 2‏ 
(3-1(- 2-3-1 رہہ -×وہہ 


(-3. (+د 
cos 2 6‏ 5 2008 


7 ی 
Sin 2‏ 2 21۳ 


و ردو اون( cotg‏ 


اخ رش 


x+y 
سس وج )ون‎ =1 
2 


۳ 


7 
8 <0018-- 
2 4 




















م7162 


.< ریساضی صنف بازدفم 





x+y=2kr+ 
2 
7 
حر‎ 3 
جوز عبر‎ 2۳ 
12 7 


=kr+& 
12 


163ل 


ریساضی صنف بازده مر 


لکچر سوم 
حل معادلات لوگارتم و احسیوننشیل 


تابع اکسپوننشیل: اگر 4 یک عدد مثبت و 1 ۶ 4 باشد. درین صورت تابع 

٭7 ب  :1‏ 

[ (x)= a” 

aceR \{},xeR 

را بنام تابع اکسپونتشیل به قاعده ٩‏ گویند. 
مثال های آن ”2 = (6/ و * 2= ()/ عبارت از توابع اکسپوننشیل به قاعده 2 اند. 
اگر در تابع اکسپوننشیل 1< ہ باشد. تابح اکسپوننشیل متزاید است. و اگر 1> ه باشد تابح اکسپوننشیل متناقص است. 
و اگر 1 > ه باشد تابع بنام تابح ثابت یاد می گردد. 


بثال گرا ق تام 2 را رس تماد 


حل: چدول را به چند قیمت معین ترتیب میدهیم: 





چون 2 = 4 است بنابران تابح متزاید است. 
مثال: گراف تابع ”2 = (ع) گر را رسم نمائید. 








EES.‏ هنک بازدهم 


خاصیت های تابع اکسپوننشیل: 
جاسم ماق اسان اتاو ل قراز دیا انس 
1. ناحیه تعریف هر تابع اکسپوننشیل تمام اعداد حقیقی است و ناحیه قیمت های آن اعداد مثبت است 
2 ہر تابع اکسپوننشیل تابح یک به یک ([111[6011۷76) است یعنی 
(رت) f‏ = () [ب 1 
f (1(2 (2 (‏ ۶5 
. هر تابع اکسپوننشیل به قیمت 1 < ه متزاید و به قیمت 1> ه متناقص است. 
. گراف تابع اکسپوننشیل ھک ()ر از نقطه (0,1) می گذرد. 
گراف تابع های *ه > () و 7 ۵ - 0ع نظر به محور بر متناظر واقع اند. 
هر تابع اکسپوننشیل "۵ = ( دارای تابع معکوس (وه۱ - × است و معکوس تابع اکسپوننشیل 
7 = (۸) ۶ نظر به محور ‏ عبارت از تابع ٭ 6 = (×)ع میباشد. 


حل معادلات اکسپوننشیل: معادلات که دارای توانهای مجهول باشند» بنام معادلات اکسپوننشیل یاد میگردد. برای 
دریافت توان مجهول هردو طرف مساوات را به قاعده های مساوی تعین نموده بعداز آن به اساس خاصیت های طاقت 


پیا ج نا ہج 


(در مساوات که قاعده های آن مساوی باشد توان های ان نیز مساوی اند) استفادہ می نمائیم. 
مثال: معادله 320 = 4۳ + 4۳۳ راحل نمائید. 


حل: 

4" + 4: - 0 

4×)4+1(-0 

45-320 

4-4 

3*21 =< ×=3 

مثال: معادله 81 = 5۰97 - 2۰3*77 را حل نمائید. 

حل: 


اھ او توق و 
81 63-537 





81.6 37 -5.32*-)81(۳ 
5327-486 3 +6561-0 


ے 1 7 ے سَْ ہے 
اگر 2 = 3 وضع گردد میتوان نوشت. 


س-_-سسےےژآسژ[ۃ47990 ۹س سسسےشےش 65ل 


ریاضی صنف بازده مر 


52* - 486۰2 +6561 = 0 


81 
تا , 2-81 
او , 3"=81 

5 
3 =3 =< =4 


4 
یت کان 


خوات توف کرد سے 7 3 
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مثال: معادله 0 = *34۰5- 324۰7۴ را حل نمائید. 
حل: 
0= 34.27 - 34.77 
0- 7-622 
×52 3ہ 
0 
ا 1 _ XxX‏ سب 
= )35( جا د 
X×=0‏ 


توابع لوگارتمی: معکوس تابع اکسپوننشیل به نام تابع لوگارتمی یاد می شود و هر تابع اکسپوننشیل دارای تابع 
تیرے(2 )ارک ترمکوین x= g(y) = log;‏ انت 
تابع لوگارتمی که قاعده آن 2 بوده و به شکل ذیل نشان داده می شود. 


۶:۳ ج‎ ۳ 
[ ۱)(-2۳ aeR* , اجه‎ 
یا اگر‎ 
[ (x)= y= a" 


7= «ع() ۱[ 
مثال: گراف تابح *3 = ر و log;‏ = ر را رسم نمائید. 
حل: جدول بعضی از قیمت های *3 = / را ترتیب میدهیم. 
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مثال: اگر = داده شده باشد (3) , 3 و (7)1 را دریافت نمائید. 


حل: در تابع داده شده به جای × قیمت ها را وضع می نمائیم. 


67ل 


ریاضی حنف بازده مسر 
/(x)=log => (۱0۵ =1‏ 
£(9)=log =2‏ >= 70۵-102 


(37)=log "2‏ £ 
0-ع۱0-(1) [ 
مثال: اگر 4 = +108 باشد قیمت × را دریافت نمائید. 
حل: تابع فوق را به شکل توان می نوسیم. 
x =3 =1‏ <= 4= ۱02 
خواص تابح لوگارتمی: 
1 ساحه تعریف تابع لوگارتمی ست اعداد حقیقی کے ا 0 ۱ 8 
2 هر تابع لوگارتمی تابع یک به یک بوده یعنی برای هر ر× < ,× همیشه  )2(‏ < (,) [ است. 
3 گراف تابع لوگارتمی 108 = نز در سیستم مختصات قایم از نقطه (0 , 1) می گذرد. 
معادلات لو گار تمی: افاده های لوگارتمی با هم مساوی که در آن مجهول موجود باشد به نام معادلات لوگارتمی یاد 
می گردد و برای دریافت قیمت مجهول از یک معادله لوگارتمی اولا معادله داده شده را نظر به قوانین و قضای لوگارتم 


ساده ساخته. سپس در مطابقت به قوانین الحبری و یا معادلات توانی میتوان قیمت مجهول را محاسبه کرد. 
مثال: معادله ‏ ع 10 - 5 , 1080 = («+5 , 0) 108 را حل نمائید. 


حل: 
log (0.5+x) < 108 0.5 -logx‏ 
1og(0.5+x)=log‏ 
7 
> »ر + 0,5 
5 

2x, + 1-1 < 0 

بعد از حل آن 
1- < رب ۱ 5 X=‏ 


حل آن 0.5 = ,× بوده و 1 - = ر× حل معادله نیست (چرا). 
مثال: معادله 100 < 299۴۶ را حل نمائید. 


وا 





EES.‏ هنک بازدهم 


100 ۳۳ 871 
7-0 ۱0۵( 1 02 
log” 2-108 :7-108100-0‏ 
log” x-logx—-2=0‏ 
اگر ر = × 10 وضع نمائیم درین صورت میتوان نوشت: 
5 2 
0 تبرت j‏ 


3 1/18 _ (2-)(4)1- ابر 
0 ۳ 21 5 


2-1 ور 9 22 ۱ 
100 << 22108۲7 <= 02۲( 


J1, 








إا 6و کات 
10 
مثال: قیمت × را از معادله 0 = چر 108 + 1082-108 -ج 108 دریافت نمائید. 
حل: 
0= ۱0۵ +۱08 -چ log-log’‏ 
08-(35)چ 08 1082 چ ۱02+ 02ج 1082 
15 35 
CF‏ و وت 
15 
کل 
4 
3 
X‏ 
مثال: معادله 2 ے 2*3 را حل نمائید 
حل: 
3 
26 گے 083 
64 
1 × 3 
سرت 1082 ,۽ 6= 
2 0۵7 
. 
2 3حر 





ریاضی حنف بازده مر 


لکجر چهارم 
استعمال لوگارتم و استفاده از لوگارتم در اجرای عملیه های ریاضی 


استعمال لوگار تم: از مفاهیم لوگارتم در فزیک» کیمیا و محاسبات ریاضیکی باالخصوص در محاسبات و دریافت توان 
مجهول از آن استفاده میگردد. 
استفاده از جدول لوگارتم: میدانیم که لوگارتم هر عدد حقیقی مثبت از دو قسمت صحیح و اعشاری تشکیل شده 
است» طوریکه قسمت های صحیح یا مشخصه عبارت از توانهای عدد 10 میباشد و قیمت اعشاری (مانتیس) را از روی 
جدول لوگارتم به قاعده 10 که قبلا ترتیب گردیده» استفاده می شود این جدول ها تاهفت بعضی تا پنج و بعضی هم 
تا چار و سه خانه اعشاریه ترتیب شده که نظر به تعداد ار قام تام اعشاری آن» جدول ها نام گذاری گردیده اند مانند 
جدول چهار رقمی» پنج رقمی و هفت رقمی برای دریافت مانتیس یک عدد مورد نظر ارقام عدد داده شده را از طرف 
چپ در نظر گرفته به استثنای یک رقم طرف راست آن. اعداد طرف چپ را در سطر و یک عدد طرف راست را در ستون 
جدول ملاحظه نموده و بعداً تقاطع سطر و ستون در جدول عبارت از مانتیس آن عدد می باشد. 
مثال: لو گارتم عدد 765 را محاسبه نمائید. 
حل: 
7.65-10 = 765 
6۹+18۵0 87٤ہ11-(7.65102)٤‏ 108765-11 
1087.05+2-37[-108765 
در رابطه فوق عدد 2 کرکترستیک بوده» برای دریافت مانتیس سطر 76 را تحت ستون 5 ملاحظه نموده که به عدد 
7 مطابقت مینماید. یعنی عدد 0.8837 مانتیس عدد 765 میباشد. 





log 765 - 1087۰65 + 2= 7‏ 
به شکل عمومی هر عدد مثبت × را میتوان به شکل "۶۰10 = × ارایه کرد در حالیکه 10 > ؟ > 1 بوده و 1 یک 


عدد تام است. اگر لوگارتم × هدف باشد. درین صورت میتوان نوشت: 
۳+ و 108 < ۲ 102 
logx=logs+nlog10=logs+n‏ 


----ص-.-ص ص- ےس روا س 





N‏ ۹ حنف بازدهم 


5 قسمت کسری 108 است که بنام مانتیس و 1 کرکترستیک قسمت تام 1082 میباشد و همچنان 
1 > 5 108 > 0 است. ازینجا نتیجه می آید که مانتیس یک عدد صفر و یا بین صفر و یک کسر قرار دارد و همیشه 
یک کسر اعشاری مثبت است. 
مثال: 0.0429 10را محاسبه نمائید. 
حل: 
4.29.107 = 0.0429 
lo20.0429=10g(4.29-107(‏ 


l0g0.0429=log4.29+l0g107 
=l0g4.29-2 
برای دریافت لوگارتم عدد 4.29 طوری عمل می نمائیم که عدد 42 را در ستون اول طرف چپ و عدد 9 را در سطر‎ 
اول فوقانی در نظر گرفته و عدد که در تقاطع سطر و ستون قرار دارد مانتیس عدد مطلوب است.‎ 
ا 5 ہج جج ہا ہے‎ 829 


بس سب ساب اب بل سا بان س اج سس س س ج س ہیں ۶7 ۳ ۳ یم iii hiii‏ 
1 1 1 1 





5 = 1084.29 
10g0.0429=10g4.29=0.6325+)-2(‏ 
یاداشت: چون مانتیس همیشه مثبت است» پس اگر کرکترستیک منفی باشد و خواسته باشیم هردوی آنرا به شکل 
یک عدد مقت رس علامه ی را الا گرکترنتیک می نس 
2.5 = 2 - 0.6325 = 1084.29 = 0.0429 1082 


برای تعین لو گارتم عدد نکات ذیل را مراعات می نمائیم. 

1. لوگارتم هر عدد مثبت حقیقی متشکل از دو بخش است که یکی آن را کرکترستیک که عدد تام است و دوم ان 
عدد مانتیس که عدد کسری اعشاری می باشد. 

2 اگر قسمت صحح عدد خلاف صفر باشد درین صورت کرکترستیک ان مساوی است به تعداد ارقام صحیح آن 
علد منفی یک مثلاً 526.9 108 ۰ کرکترستیک آن 2 است زیرا تعداد ارقام صحیح 26 و 5 عبارت از 
عدد سه است و از آن یکی را کم نموده که تا عدد 2 حاصل گردید. 
که طرف راست علامه اعشاری تا عدد صحیح قرار دارد جمع یک. مثلاً کرکترستیک 0.0095 108 عبارت 
از 3- است زیرا بعد از علامه اعشاری دو صفر است و به آن یکی را علاوه ساخته که تا 3- گردید. 


سس .]1171 


ریساضی صنف یازدش م کے 

مانتیس لوگارتم هرعدد از جدول لوگارتم دریافت مینمائیم. 

انتی لوگارتم: اگر ر ع10 =× باشده پس را بنام انتی لوگارتم عدد ۲ می نامند یعنی ‏ 4111108 = دز مثلا 
اگر 1.5315 = 34 108 باشد انتی لوگارتم 1.5315 مساوی به عدد 34 است. 

عبارت از 6 و ستون که عبارت از 29 است یادداشت می نمائیم عدد مطلوب دارای ارقام 296 است. چون 
کرکترستیک 4 است» پس عدد مطلوب 5 رقمی است. 


N = 0‏ 
مثال: 3.0531- = ۸۷ 108باشد ۸۷ را دریافت نمائید. 


حل: در اینجا می بینیم که کرکترستیک و مانتیس هر دو منفی اند و در جدول مانتیس عدد منفی وجود ندارد برای انیکه 
مانتیس را مثبت ساخته باشیم عدد (1) را با مانتیس جمع و از کر کترستیک منفی می نمائیم در مساوات تغیر نمی اید. 
log N = -3.0531 = -0.0531-3 = (-0.0531+1(+ )3-1(‏ 


0.09469-4- 
حال میتوانیم به کمک مانتیس 0.09469 ار قام عدد 2۷ را از جدول دریافت نمائیم که عبارت انداز 885 و 
کرکترستیک نشان میدهد که بین علامه اعشاریه و عدد 8 سه صفر قرار دارند. درنتیجه 0.000885 = ۸۷ء پس 
antilog(-3.0531) = 0.000885‏ 
انترپولیشن خطی: عملیه دریافت یک عدد نامعلومی که بین دو عدد معلوم واقع باشد به نام انترپولیشن خطی یاد می 
نمائیند. 
هرگاه یک عدد پنج رقمی مانند عدد 1.2345 داشته باشیم نمی توانیم لوگارتم انرا از جدول چار رقمی دریافت کنیمء 
پس لوگارتم این قسم اعداد را درصورتیکه جدول پنج رقمی نداشته باشیم توسط طریقه انترپولیشن خطی دریافت کرده 
مثال: 1083275 را دریافت نمائید. 
حل: واضح است که این عدد ددر جدول لوگارتم چار رقمی و جود ندارد اما میدانیم که عدد 3275 بین اعداد 3280 
و 3270 قرار داشته که مانتیس آنها در جدول وجود دارد یعنی 
0 > 3275 > 3270 
چون در جدول اعداد 327 9 328 وجود دارد بنابرین لو گارتم آن قرار ذیل است. 
45 - 1083270 
4 | 4| × = 1083275 | فرو عد 10است 
35159 = ۱083280 


70۱۰, 





ریاضی حنف یازدھے 


3275-3270 =0 
3280-32700 
3.5159-3.5145- 4 
-3.5145-0 

در طریقه انترپولیشن ئل می شود که این چار عدد باهم متناست اند. 
dû 5.0.0014‏ 5 
10 000147 10 

4-07 


= 0.0007 





اکنون 0.0007 = 4 را با عدد 3.5145 جمع می نمائیم. 
2 = 0.0007 + 3.5145 


3.552 = 1023275 
مثال: 0.0007957 10 را دریافت نمائید. 
حل: میدانیم که 
(*۱0۵)7.957۰107 = 0.0007957 108 
1log0.0007967=log7.957+log' ^‏ 
log0.0007957=l0g7.957-4‏ 
کر کترستیک آن عدد 4- است و عدد 7957 در جدول لوگارتم وجود نه دارد اما لوگارتم 7.950 و 7.960 موجود 
است. 
7.960 < 7.957 < 7.950 
4 -۔- 10 
00005 ۱ رح سے 10 
0.009= 0 


م 73ل 


ریاضی هنک یازدهم 2 


٣8.0005 _ 2-0.0001‏ پ جیپ گے کک 
0.4ہ0.00035-d‏ 
0.9004+0.0004=0.9008 
957-58 1027 
بالاخره 
log 0.0007957 <1027.957- 4‏ 
0007957-09008-4 .۱020 


02--0007957-4.9008. 102-0 
استفاده از لوگارتم در اجرای عملیه های ریاضی: حاصل ضرب دو یا چند عدد را به کمک لوگارتم بنابر قانون 
N = 102 M + N‏ ۰ ۸۶ 102 دریافت کرده می توانیم. 
مفال»حاصل ضرب [ 17()88:2ء3) را دریافت اید 
حل: به اساس قانون ضرب می نوسیم. 
2 + 083.17 - (3.17۰88.2) 108 
5-6 945. 1+1 0.501-< 
در جدول دیده می شود که مانتیس 0.4466 در جدول وجود ندارد اما در بین مانتیس های 0.4456 و 0.4472 
قرار دارد. 
از جدول دیده می شود که 
anti log 0.4472 = 0‏ 
antilog0.4456=2.79‏ 


مانتیس اعداد 
0.4456 2.79 
X 0.4466 0.0016‏ 0.01 
a 0.0006‏ 
0.4472 2.80 


مناسب آنرا تشکیل می نمائیم, 


_ 17 





# 0.0006 


0.01 6 


0010.0006 06 
d= 50016 0.0016 >5 


x=2.79+0.00375-.5 
logx=10g(2۰79375۰107( 
×5 
antil0g2.4466=279.5 





log = log M - ۷ 


۳ 8750 
مثال: میخوایهم که خارج قسمت چس را به کمک لوگارتم حاصل کنیم. 


حل: 


8750 
چچ ج108 


10828750-9 = 
ازجدول لوگارتم داریم 
0 1028750 
l0g3.49=0.5428‏ 
l0g8750-10g3.49=3.940-0.5428‏ 
92.- 
حال انکه از جدول 2507 = 3.3992 471/108 محاسبه می شود. 
بنابرآن 2507.16 = است. 
دریافت طاقت ها به کمک لوگار تم: برای دریافت طاقت های که توان های آنها اعداد مکثبت تام یا کسری باشند 
از قانون لوگارتم استفاده می شود. 


مثال: قیمت "(1.05) رامحاسبه نمائید. 


بیس ح و 


ریاضی صنف بازده مر 


حل: 
(6۰)0.0212 = 6021.05 = )1.05( ۱02 
72 


در حالیکه 1.340 = 0.1272 108 4۸11 است. 
بنابرآن 

0 0.05(۳) 
مثال: معادله 10 <- 7 *3 راحل نمائید. 


حل: میدانیم که 
66[ - 108377 
۱0۵3-06( 2 2 
6۔_ 
1023 
وی 190816„ 
13 

10816-141 
1083-71 

1.9041 
- 


` 71 
24 





2-2 
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15۳55 هنک بازدهم 


4 هم پٴ مم 


پراگندگی7 0150100101 


در لکچر گذشته اوسط ها را مطالعه کردیم و گفتیم که اوسط ها در قسمت مرکز توزیع فرکونسی قرار دارد اما نمیتوان 
گفت که نظر به اوسط دربین خود چه قسم قرار دارد مثلاً اگر بگویم که اگر دو قسم ارقام و معلومات را جمع نموده 
باشیم طوریکه توزیع فرکونسی ها هر کدام به صورت جداگانه ترتیب شده اند. و اوسط حسابی هرکدام 67 می باشد 
بزرکترین رقم توزیع فرکونسی های اولی 72 و کوچکترین رقم آن 62 است و از ارقام دومی به ترتیب 107 و 25 
است. 

دیده می شود که انج ارقام اولی 11 و از دومی 83 است. به همین قسم دونوع فرکونسی ها را در نظر می گریم. با آن 
هم که اوسط های آن محاسبه شده یکنوع است مگر نمیتوان گفت که در کدام یکی پراگندگی بیشتر و در کدام یکی 


توزیع 4 توزت و] 
[IE‏ 15 
9 12 
۵ئ09 6 


مگر برای توضیح خوبتر این موضوعات به مطالعه پراگندگی ضروت دیدہ می شود. 


ولی برای این مطلب در مرحله اول باید کوارتال (چاریک) هار تحت مطالعه قرار دھیم درینجا این موضوع را در دیاگرام 
ذیل به اسانی می بنیم. 


بیشترین و2 9 9 کمترین مقدار 


اگر ارقام ذیل داده شده باشد. 


ارقام فوق را ترتیب می دھیم. 
43 41 34 32 31 27 25 23 19 18 16 15 14 12 10 


سس 


رباضی حنفک یازده ہم 


بنابرین 
میانه-23 9 چاریک اول 15 < ,0 


چاریک سوم 32 = ,۵ 

و 43 قرار دارد. 

به این ترتیب دیده می شود که در کوارتال اول 25% ارقام و دوم 50% و در کوارتال سوم 75% تمام ارقام شامل 
اند. 

در وقت محاسبه کوارتال ها مراحل ذیل باید در نظر گرفته شود. 


٭ ارقام محاسبه بصورت صعودی ترتیب شود. 
٭ ارقام ترتیب شده را از یک تا 7 شماره گذاری باید کرد. 
٭ محل م -ام (۱.2,3-م) را با استفاده از رابطه ذیل بدست می آورند. 


1 
به این ترتیب موقعیت محل © مساوی می شود به 2 - + 


ہر ہے 20 18*2 18,1 1 6 
سب ے ضط تہ ہو و ڈ ‏ ار 2 


مثلا اگر ارقام ذیل را داشته باشیم. 
140 120 100 90 85 80 
این ارقام ترتیب شده اند بنابرین موقعیت دوم © مساوی است به 
5= ,2 
0- 03 
هم چنان میتوان © یعنی کوارتال را از فورمول ذیل نیز بدست اورد. 
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سے رھت حنف بازدهم 


درینجا باید و 9 را باید شناخت و برای این هدف از فورمول میانه که قبلاً داده شده است استفاده نمود. به عوض 


: ۱ 3۸ . . ۲ N. N 
برای 0 تعویض ۾ صورت گیرد و در ,0 تعویض حے- جای داده شود به این ترتیب درحالت ارقام تصیف‎ 2 


شدہ: 


در مرحله دوم انحراف متوسط را باید تعین کرد و آن عبارت از اوسط قیمت مطلقه مجموع انحرافات از اوسط حسابی 
است. از اوسط حسابی هر رقم توزیع فرکونسی دریک فاصله معین قرار دارد که بعضی از این ار قام بالاتر از اوسط 
ہا و زا ا سا کا ار اس مار کا اد بای رسلا لی کا ان 
بالای اوسط حسابی را نقاط مثبت و پاین انرا نقاط منفی قبول می نمایم. 


از او سط حسابی انحراف رقم را توسط ×- ×= × نشان می دھیم و انحراف متوسط را ازین فورمول بدست می 
اورند. 


| 
لع 


AD 


مثال] : وزن های 5 نفر بازی کنان سپورتی قرارذیل داده شده اند 
12 14 16 18 20 


: Xx 
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16 ۱ 2 
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| س ا دی و ا یر ا دای ری ید یر دی سس وس یر ید ہر ری دہ یی دی رع یر ا وس سس ہد یا لد ای بد لد ید درد داد رد ید ا رد ا ا ا ید لد ید ا ید لد ا ا ید ید ای داع رڈ س س س س رہ ہہ ری 


> = -2 
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ریاضی هنک یازدهم 2 


_ 2 40۸/2۱0 
۱ 3 


۸۰ 
11 
3ہ 12 4+2+0+2+4 
274 = : 2 
مثال1]: درست های ذیل کدام ارقام یکی به دیگری نزدیکتر اند. 

EE E eS (a 
13 , 6 , 8, 10 , 12 , 15[ (b 
-- 3+3+3+15+15+15 4 
0 ٍَ و‎ (a 


1 
4۰D = >> )3-9]+3-9]+]3-9]+15-9]+15-9]+]3-9[( = 


1 
=(6+6+6+6+6+6)= 26 


4 3+6+8+10+12+15 م۰ 
X2 = 5‏ 


6 (b 


2 ۱5-9 +(9 ۱۵0-9۱۶۱2 + 8-9 جرف 8-96 7 < ۸۰ 


او =20-=(6+3+1+1+3+6) (- 


از حل های »,۵ نتیجه می شود که درست ۶ ارقام یکی به دیگری نزدیکتر اند زیرا انحراف متوسط آن کوچکتر 
است. در ارقام تنصیف شده انحراف متوسط توسط فورمول ذیل بدست می اید. 


الط ور 
>f‏ 
اتعراف معاي اف فا اة ارعن ال ایس وا من الات اع را ا اا جما 


محاسبه کرد و آن توسط فورمول ذیل محاسبه می شود. 
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سز 7ی 
n‏ 


دستتسسست- تسس وا 























لہ ریساضی حنف بازدشم 
(5,3,1,2,6,6,8, و 
_ 32 1+5+3+1+2+6+6+8 _ 


X 8 سے‎ 4 
7 5 42 +1-4|2 3-4 1-4 2-4] +6 -4|2 +6 -4/2 +] 8-4 

7 
6-5 _ 48[ 16++1+9+4+4+4+و+/_ 


8 
مثال ااً: انحراف معیاری ارقام ذیل را محاسبه نمائید. 


(6 , 6 ,2 ,8,2 ,8,8 ,6,4,2 ,6,4 و6 





تام جر ۔ 5 
13 
۱۳۹ 
5 = 4.64 = )6027( چ 
وریانس: عبارت از مربع انحراف معیاری است یعنی 


زر و 
ال 


کے ۲ 


که در مثال قبلی 


y= (2.15) = 4.64 


در فورمول فوق به عوض 5 باید وسط صنفی را درنظر گرفت × اوسط ارقام تنصیف شده و را فرکونس صنف مورد 
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ال ذریی ول قل درخ ها 100 نر شا دام 55د یه افحراف مار چورناٹس آین اوران را بذك اا هه 
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وا 


EES.‏ حنف بازدهم 


تمرین: 
ا) جدول ذیل را درنظر بگیرید. 





انحراف معیاری و وربانس ارقام فوق را بدست ارید. 
1 انحراف معیاری و وریانس ارقام ذیل را بدست ارید. 
14151667 ,12 ,11,12 ,9 
1 ارقام ذیل داده شده اند. 
85 140 160 120 80 90 100 
0 را بدست ارید. 
90 را بدست ارید. 
0 را بدست ارید. 
ارقام بعد از میانه را تعین نمائید. 


بسح بصع«( 


ریساضی حنف یازدھےم 2 


(Statist1CS ) احصایبه‎ 


کل احصائیه ابتدا در ساحات سیاسیء به مفهوم معلومات عددی تعبیر می شد. مثلاً در مورد احوال نفوس, بعضاً در 
تشکیلات دولتی اداراتی درین مورد سروکار داشتند. 


چنانجه در کشور ما ریاست تسجیل نفوس و ریاست احصائیه مرکزی. 


معلومات» احصائیه جوانب پلان کردن و طرف جمع آوری ارقام را نیز در بر می گیرد. 


بعضی دانشمندان» احصائیه را یک مجموعه ای ریاضیکی می دانند که به جمع آوری معلومات (ارقام)» تحلیل کردن؛ 
تعبیر کردن» توضیح و معرفی» راجع می گردد و بعضی هم احصائیه را بحث مخصوص از ریاضی می دانند که با جمع 
آوری ارقام» تحلیل و تعبیر آن ها سرو کار دارد و از نظر تمرکز آن در ساحات عملی» علم متمایز ریاضیکی می دانند نه 
بحث ریاضی مثلا مطمئن بودن از اینکه ارقام به روشی تهیه شده باشد تا نتایج لازم از آن گرفته شود نگاه داری گردد 
و جهت مقایسه بکار برده شود مانند جدول سازی خلاصه کردن» نوشتن راپور وغیره... 

اولین نوشته در مورد احصائیه. تحت عنوان «الرساله فی استخراج المعما» توسط الکندی در قرن نهم میلادی پنداشته 
می شود. و در کتاب خود طور مشرح نوشته بود که پیام های رمزی چگونه خوانده می شود و اینکه از قواعد تعدد و 
قوعات حروف ( 1517160/07 ۳6۷7) چگونه استفاده بعمل آید. این نظریه به اساس علم تحلیل رموز (شفر) ( 
راه ٥٥‏ و ) و احصائیه شمرده می شود که طی قرون متمادی رو به تکامل گذاشت. 


در زمان ما در عصر تکنالوژی معلوماتی. یک ضرورت عینی است که بدانیم معلومات چگونه پروسس می شود و به چه 
ترتیب آنرا به دانش قابل استفاده و قابل ترجمه تبدیل می گردد و به این ترتیب اهمیت محاسبات احصائیوی هنوز بیشتر 
هدف اساسی این مضمون, عبارت از تهية معلومات مربوط مسایل احصائیوی برای معلمان محترم بحیث ممد درسی می 
باشد. 

مطالة ستمایت سی ارضافق کل در سے ان ھج می شود و ارف دات اصل قا ( 020215 افا و با 
فرض می شود که این نمونه یا جز هر دانه یا جزء در آن جمعیت یا ست مربوط می گردد و یا قسمتی از آن است بر 
70ء صفت های حاصل شده از یک جز به کل تعمیم داده ميشود. 


وا 





EES.‏ حنف بازدهم 


تقاوت: استسال شک و یا غیر عغیاری ٹرجمه گردیتد استء دالشمتتان عا گلا برای عنادی مقاعیم احضاتری 
اسظااعات اسب و علال شین و اتال کف اند که ذریتعا نی راس که ان ها زا در رض گلمات تا ناس 
مورد استفاده قرار دھیم. از طرف دیگر مفاهیم احصائیه طور نظری و مبهم تحلیل گردیدہ اند که وضاحت ندارند. چون 
مفاهیم احصائیوی 

جهت توضیح مفاهیم مختلف احصائیه» مثال ذیل را در نظر می گیریم و بعد مفاهیم مروج و معمول را با در نظرداشت 
آن مطرح مينمائیم. 

احصائیوی ان را بر اساس دانش احصائیه خلاصه. تحلیل 9 مقایسه کنیم. 

4 جمعیت (00[010181010): ست تمام واحداتی که نمونه از آن گرفته شده باشد. جمعیت گفته میشود. در 
مثال فوق دو صنف مذکور نمونڈ کوچکی از تمام صنوف دهم کشور ما می باشد. تمام شاگردان صنوف دهم 
مملکت» جمعیت گفته میشود. در کتب درسی بعضا بنام صنف نفوس و یا نام های دیگری گفته شده. مگر 

تال ماخ کالب کشو رک جسیم تاد از کالب نموه آن می باش هر مکش رک واخ (حالت مفقاستزی] 
ات مگاات یکا یک سے قرع از مکات ساکت انس و ابی دو کلپ رک تمونہ از عکاب یک کاس مان 


5. نمونه (5210016): قسمتی از یک جمعیت را که غرض تحقیق و مطالعه انتخاب می گرددہ بنام نمونه یاد 
سی کنند. مطالعة تمام جمعیت (تمام عناصر یک ست) اکفراً ناممکن است. جهت کین تعدادی از صفت های یک 
جمعیت. این صفت ها در یک نمونة منتخب تحت مطالعه قرار داده میشود و نتایج بدست آمده از آن بر اساس 
قواعد احصائیوی به کل جمعیت: منسوب می گردد (مشت. نمونة خروار) حدود نمونه ساحه ای که نمونه از آن 
انتخاب می شود. یعنی لست تمام واحدات» عبارت از حدود نمونه است. مثلا شاگردان صنوف دهم تمام مکاتب 
پکتیکا که مطالعة نتایج ریاضی در آن هدف می باشد» پس تمام صنوف دهم ولابت حدود این نمونه می باشد. 


نمون تمئیلی: نمونه ای که نمایندگی خوب از یک جمعیت را داشته بتواند. مثال فوقء یک نمونۀ خوب بوده نمیتواند. 
بخاطر اعتبار بهتر تحقیقات. شاید کافی نباشد شاید نیاز مندی به صنوف زیادی وجود داشته باشد تا نتایج ریاضی را با 
مشخصات و صفات مربوط در مورد ادعا نمود. 


ثموتة استاهه نموه ای 'کفطور اقات ایک سیت اسان کد ویر عکس تاک امال باق 


م 108 ےمےم ہے سپ سج سس 


رساخی حنف بازدهم 2 


6 واحد (0458): قسمتی از مطالعه. که صفت های آن تحت تحقیق و بررسی قرار میگیرد» واحد گفته ميشود. 
واحد مشاهده میتواند افراد باشد (شاگردان معلمان) با آشیاً باشد مانند اداره (مکاتب) سازمان هاء خانواده. شهرها؛ 
مثلا وقتی اگر در مورد شاگردان صنف دهم تحقیق صورت می گیردہ پس تمام شاگردان صنوف دهم کشورء عبارت از 
جمعیت است. ان صنوفی که جهت مطالعه در نظر گرفته می شوند» نمونه هستند و ان شاگردانی که از نمونه جهت 
بررسی در نظر گرفته شده انده واحد هستند یعنی هر شاگردی که معلومات از آن گرفته میشود» واحد است. معلوماتی که 
الیک شاگرد اغد سی کدی توا ۶ل مشود سا یر 6 فاگردال کمن کل و الاب وی اها و غیرد 
7 متحول (۷2112۳016): متحول با درنظرداشت یک صفتی از موضوع است که واحدات مطالعه» با درنظرداشت 
ان از همدیگر تفکیک می شوند که این مشخصه (متحول) نظر به مشاهدهٌ واحدات متفاوت می باشد. 
مغلا در جذول قاتہ کہ تم ات شاگردان: عمر آنهاء خنسیت وغیه متخولین میباشند که الات مشاہ شده نظر یه آن 
فرق می کنند. چنانجه معلم یک صنف برای هر شاگرد صفات یکسان دارد و برای این صنف. معلم یک متحول ثابت 
است. اما معلمان صنوف از همدیگر فرق دارنده پس صفات آن ها نظر به صنوف متحول هستند. 
توصیفی احصایی برای یک متحول محاسبه می شود که یک متحول تحلیلی (2۳217515 1/۳1۷1۷2۷71216) گفته 
ميشود. 
مثلاً برای شاگردان 
= اوتبظ ضرآتھ تام شا دا 
- مود و میدیان (میانه) نمرات شاگردان 
- انحراف و انحراف معیاری 
- مقاسیة نمرۂ شاگردان (فیصد نمرات در گروپ ها) 
هرگاه روابط بین متحولین را بررسی کنیم» درینصورت تحلیل دو متحوله (۸۳۵[7516 211216 1-۷ظ) انحام می 
شود. در تحلیل دو متحول» یکی از ان ها متحول مستقل و دیگری متحول تابع بوده ارتباط شان در نظر گرفته میشود. 
قاط مان فو حول به این وم امت که آیا زار یک من | ول سی عم آهنگ می اد یا سڈ این 
موضوع بنام تحلیل رابطة متقابل (۸103117515 01۲612101)) یاد می گردد که در کتاب صنف دوازدھم آمده است. 
ملا آیا تب ان شاگرتان با کسیت فان ارفاط دارده با کی یا که رات شاگرتان با عر لرغاح راط کاردا نکیا 
اینکه اوسط نمرات یک صنف با اوسط نمرات صنف دیگر چه رابطه دارد. 
و اینکه این تفاوت به چه دلایل و عواملی توجیه می شوند. مثلا نظر به عمر» جنس, تجربه معلم وغیرہ... 
اصطلاحات ارقام (1008313): معلومات و دانش بسیاری اوقات با همدیگر مخلوط استعمال می شوند. گفته می شود 
که تفاوت بین این سه اصطلاح» وابسته به درجة تجرد آن ها است. 


71. 





EES.‏ حنف بازدهم 


یعنی داتا شی عینی است و از دیگران سویه تجربه آن پائین تر میباشد. 
معلومات از نظر تجرد دوم و دانش بلندترین سطح تجرد میباشد. طور مشخص داتا مفهوم خاصی ارایه نمی کند. داتا 
(ارقام) سمبول های اند وقتیکه بیک شی راجع می شوندہ بنام معلومات گفته یاد می گردند. مثلاً 1.50 متر یک رقم 
است که فقط یک مقدار را ارایه می کند و اینکه «بلندی قد شاگردان 1.50 متر میباشد» باز معلومات دانسته می شوند. 
برای اینکه داتا به معلومات تبدیل شوند, پس باید تعبیر شوند و به آن ها معنی داده شود. مثلاً بلندی قله تراجمیر معمولا 
ا6 (ارقام | کته مشود و آما از نظر مضات جرا گے یک کاب ممکن مطومات که شوه اما ف تیراخمیر از 
نظر راپور کوه نوردی و بالا رفتن شاید دانش گفته شود. ارقام جمع آوری شده یک پدیده مثلا قد شاگردان ارقام (داتا) 
یک قسم اشاره و نشانی دارد که معلومات گفته میشود که به ترتیب دانش ما را افزایش می دهد. 
احصائیه توصیفی (5)]31[5115 656101۷6(): دانش تنظیم و خلاصة کردن ارقام و معلومات جمع آوری 
قد ارت از الد فاص ایت رہ کیک ماه احضالید وصق مات اسای ارقم و سلوماکا حمم 
آوری شده از نظر کمی توصیف و بیان می شوند و به این ترتیب معلومات بدست آمده بیک شکل معنی دارد تنظیم و 
خلاصه می گردد. احصائيه توصیفی از احصائیه استنتاجی (121150165 [0۲6۲/۲6۳8/2]) یا احصائيه استقرایی 
(ی[ا5[ا5]3 1۳0061176) این تفاوت را دارد که هدفش فقط به طور نمونوی خلاصه گیری می باشد بدون اینکه 
در مورد فشاء اصلی آن چیزی گفته شود. 
جهت خلاصه کردن مقدار زیاد معلومات جمع آوری شده. در احصائیه توصیفی از محاسبات کمی خلاصه گیری یا 
محاسبات بصری استفاده می گردد. تعدادی از محاسبات کمی قرار ذیل معرفی ميشوند. 

1 معیارهای تمرکز (/6۳061077 1 6۲۲31))): مود میانه و اوسط 

2 معیار های پراگندگی (015۴615101 ]0 1۷]625111765): انحراف انحراف معیاری 

3 توزیع (1501010101): جدول فریکونسی. 
مود (عدد کثیرالوقوع) (۷]006): در یک جدول اعداده عددی که بیشتر تکرار شده باشد میانه (۷60121) در 
صورتیکه اعداد یک جدول نظر به مقدار ترتیب شده باشند» میانه عبارت از عدد وسطی است. 
اوسط ( ۲8 ۵۷): اوسط عبارت از حاصل تقسیم مجموع اعداد داده شده و تعداد آن ها است. که بنام اوسط 
حسابی نیز گفته می شود. 
وسعت (18): وسعت عبارت از فرق بین بزرگترین و کوچکترین کمیت جدول است یعنی حاصل تفریق اعظمی و 
اصغری می باشد. 
انحراف: 
انحراف معیاری ((۳6۷1510۳ 92۳002170) :)StD‏ فرق هر کمیت متحول از اوسط آن, را انحراف آن می 
گویند و اوسط تمام انحراف های مربوط را انحراف معیاری نامند. بعضی کمیت ها از اوسط بیشتر و بعضی ها از آن 


نیسحت ۱[ ان( 


ریاضی صنف بازده مر 


کمتر می باشند» به عبارت دیگر برای کمیت ها و قابل مشاهده انحراف گاهی و گاهی منفی است. از همین سبب. 
جهت دریافت انحراف معیاری (اوسط انحراف ها اول تفاوت های مربوط را مربع کرده و باز جذر آن ها را میگیرند. 
اوسط مربعی یا واریانس (۷31121066): عبارت از انحراف معیاری مربع شده است» یعنی: 

2)6 

71-1 

ضریب انحراف )0٥88616101(‏ 2112066 ۷): ضریب انحرافء نسبت تشتت و اوسط است» یعنی نسبت 
انحراف معیاری و اوسط می باشد. این مقدار مقایسة دو انحراف معیاری را نشان می دهد. مغلا اگر وسط ها و انحراف 
های معیاری دو متحول با هم تفاوت داشته باشند. به کمک ضریب انحراف با هم مقایسه شده می توانند اگر ضریب 
اتحراف هر کدام که بیشتر با شد میتوان گفت که نسبت تشتت آن از اوسط است و نسیت به آن دیگری زار ادت 
اس این ضریب فقظ برای آن متخولین مخانبه دہ هی اد که قیمت می کرت باشد, 


- < ون 
7 


توزیع ((1): عبارت از فیصدی مقادیر مشاهدات است و در مورد شکل آن ها معلومات ارایه می کند. جهت نشان دادن 
توزیع از تعدد وقوعات یا کثرت یا فریکونسی (۳1601161167) استفاده می گردد. 

فریکونسی با تعدد وقوعات (۳): فریکونسی یا تعدد وقوعات که در کتب درسی کثرت گفته شدہہ نشان می دهد 
که در یک مشاهده چند دفعه تکرار گردیده و مقدار این تکرار چند فیصد میباشد. یعنی فریکونسی در تمام جدول عبارت 
از فیصدی هر مشاهده می باشد. لا اگر تعداد مشاهدات زیاد و مقادیر آن ها هم مختلف باشد درینصورت مقادیر به 
گروپ ها تقسیم می شوند که به نام «رقام گروپ بندی شده» یاد می گردند. 

در جدول مثال ذیل تعداد هر نمرۂ شاگردان و فیصدی آن ها محاسبه گردیده است. 

اما جهت محاسبات بصری یعنی غرض ساختن گراف هاء نمرات این شاگردان به گروپ ها تقسیم می گردند و 
فریکونسی هر گروپ و فیصدی آن محاسبه شده و جهت ساختن گراف ها از آن استفاده گردیده است. 

توزیع نورمال (۳161۳010108 080۲008[1): توزیع نورمال» عبارت از یک منحنی منظم است که فریکونسی 
های دیگر در دو سمت آن توزیع گردیده اند. 

منحنی نورمال مانند زنگ (زنگوله) است. 

فیصدی (۳6۲6۵۲116): در احصائیه» آن قیمت متحول راء فیصدی می گویند که یک فیصدی کمیت ها از آن 
پائینتر واقع شده باشند. طوریکه از نام آن معلوم می شود فیصد. کمیت های جدول را به صد قسمت منقسم می نماید. 
مثلاً اگر عبدالقدیر در صنف خود دهم نمره باشد و شاگردان تماماً 50 نفر باشندہ اگر 40 نفر از عبدالقدیر نمرۂ پائین 
گرفته باشندو در زبان احصائیه می گوئیم که عبدالقدیر 80 فیصد نمره دارده یعنی 40/50 یا 80 شاگردان از 


ےس ص--ے-سےے سس سے 8 7718 





ں۔“' ریساضی صنف یاز دهشم 
عبدالقدیر کمتر نمره گرفته اند. بهمین قسم اگر «درصنف یازدهم 20 فیصد نمره شاگردان در امتحان سالانة ریاضی» 
5 باشد» این مفهوم را دارد که 20 فیصد از 75 نمره کمتر دارند. 
بصری محاسبه, گراف ها و جداول ساده هستند معمولاً گراف ها چارت های میله ای» هستوگرام یا دایروی اندہ (متال 
مثال: صنوف 4 دهم الفہ ب در یک مکتب دارای تعداد مجموعی 60 شاگرد می باشند که نمرات یک مضمون 
امتحان سالانة آنها در جدول ذیل داده شده: 
82 52 81 81 80 88 76 84 76 751 83 72 70 97 :82 
|77 82 97 97 78۱ 861 85 76 84 84 727 83 98 8273 
6 75 83 72 70 97 82 82 52 81 81 80 88 76 84 
6 ۱ 84 84 72 83 98 73 82 77 82 97 97 78 86 85 














درینصورت احصائیة توصیفی آنرا محاسبه کنید. 
در مثال فوق نمرۂ شاگردان متحول, عدد هر نمره یک مشاهده و هر شاگرد خودش یک واحد است. 


همین اعداد (نمرات شاگردان) ارقام (داتا) انده بدون اینکه مغلا نمرة احمد 82 و محمود 97 و غیره انده چیزی دیگری 
از آن فهمیده نمی شود این ارقام مشاهدات هم گفته می شوند زیرا دیده شده اند. اما اینکه تماما 30 تفر اند و کمترین 


مود: عددی که بیشتر در جدول دیده می شود 82 است که در بین 60 مشاهده 8 دفعه تکرار شده. پس مود 
1-2 /. 


میدیان یا میانه: دیدہ میشود که تعداد مشاهدات عدد جفت 60 است پس میانه عبارت از اوسط دو عدد وسطی می 
باشد اگر به بینم 82 عددی است که 29 مشاهده از آن بالا و همین قدر اعداد از آن پائین می باشد. پس میانه جدول 
.Mod=82‏ 


اوسط: محموعة تمام نمرات 4866 می شود و تعداد ان ها 60 است. پس روابط آن: 


وسعت (فاصله): دیده می شود که قیمت اعظمی مشاهدات 98 و اصغری آن 52 می باشد پس وسعت جدول 


عبارت است از: 
Min - 98-52 < 46‏ - ۸و۸( R=‏ 


انحراف معیاری کمی پچیده است و فورمول آن قرار ذیل داده شدہ 


ول 








ریاضی صنف بازده مر 
Std =‏ 


طبق جدول ذیل» جهت محاسبة انحراف معیاری» اول انحراف هر مشاهده و اوسط آن دریافت می شود باز آن را مربع 
کرده (ستون ز) و آن را با تعداد ضرب (ستون ح) باز مجموعه مربعات همه انحرافات (ستون ح) را جمع کرده عدد 
بدست آمده 5021.4 بر تعداد یک واحد کمتر از تعداد مجموع تقسیم و آن را جذر می گیریم. 


۵ 
ene 


سد وقوع | مث 


جج ہی ہی کپ س س ۳ س ٣ح‏ سا ت ت ہت 


مجموعة ‏ مربع نحراف هر | فیصدی 
مربعات تمام ؛ انحرافات ا مشاهده از ا متراکم 


انحرافات ¦ خاص ۱ اوسط ؛ (مجموعةٌ 


خاص (4-۸) | )می 


سس یم بد سا مد مس مس سان سای سا س 7 ی وی دنه با دش وو چس سد سد سی مس سم مس یس یه 


3,0% | -29,1 846,81 ¦ 1693,2 


رر رت مر یرم شر وسر 2 22 2 5 سإ ت رر و در رر 


67% -11,1 / 123,21 2 


ہج دک سس ں ‏ ررش شی سوه 


13,3% ِ 82,81! 4 


که ت ت کک ۳ موجه جج دج ای سم ریا وم سرن سم ا ا کک کک ا 


2 ٴ65,61 ۱ 16,7% 


سوہ مسوم سای سر مم سر سو سل ادت بد مر سد وہہ ا متت 


20 001 37,21 74,42 


.= سس سا اس سم سس سد س س س ا ا لام سام 


10,0% ¦ 30,0% ۱ 26,01, 6 


ہر رر رر وھ مہ مولراصصمٌج‫سسسوسھ E‏ اد اد E‏ 


2ٍ 154| 3,396! 


سا سد مد شس ماس تساه سان سے سل سا تا عد مسا تا ماتا تا اتان تا دا ا ند ااا سان ساسا تا 


2 61 3,396! 36,7% 961: 2 


دح دہ سا سآ ا ا ا ا مرو وه سھ ماس a a E‏ سم 


2: 160; 3,3% 40,0% 1211 2,42 


کا ا اک لت وس سم سا جج جچ یایحا سب یو شاه مداد اه هو ان سر اه ج وچ وھ ی موه ی کے کے دب بو ووت 


4۸۱ 324| 6,7% 


33,3% ۱ 16,1 33,62 


46,7% 0,01 0,04 


SEEK -- SEEGER‏ سو سس و تس EEE E Ee Ea EEE EEE e EEE E‏ وی 


6,48 0,81 ¦ 0,9 60,0% 13,3% 6۱ إ8 


رم بر مر سا مسر ور ون رم ا نر سا شع بد و کات مس دک ت سس خت اد مامت مم سور سا مسر رم ماع ا بد ریم شرع مس مد وم مد ویر سرع مس مد ود بد سا ت ت سو جو یورم سج سر کک د کت 


14,4 31 ؛ 1.9 ! 66,790 


!6,7% تہ 4 


و شر وو سی شر سرع رت سر سل شد بر سک سر رک تاک ت > روس ضر رو ت ت کے سا مم مسر کی شرم سیر شی سر و سم بے که را بت ہی کب کوک سا رش وس ات دک سر کے و دم سیر سم ات مم سو ا اہ ا که 
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84 6۱ 504 10,096 76,796 29 841; 46 


سی شع سد مد مس تد سا تاا سات ا سر 5 ات مسر مسا مس سای مس اس ت ۶+ سانا سات ماس مس سات سا ا 5 ےی ا سے سا ھا سام مس مات ا اا سات سا دو سس مس یسر اس سا س سل ا مس س ا 


2: 170 3,3% | 80,0% 39 15,211 30,42 


سا سس هم و هس و سس سس هسوسو سس باس ۳ کا اتتا رد رر سس سس سس ره سوه 


20 8" 3,3% | 83,3% 4,91 2401 48,02 








N‏ ۹ حنف بازدهم 


2] 176 3,3% ¦ 86,7% 6,9 47,61 2 


E‏ 9 سس هس سوه شش ررش رش کش سس رر رد شر رش 


1516,86 252,810 ;15,9 6,7% 4 10,0% ,582 إ6 


دس ام س ان ا ای ا لا 5 سد ا س س س س | ا لام اس ا لا سس سس ۴ حا لد ام لد مج ا ید ا ا هم یل سل جح س س س لا E‏ ` ج جح س س س 


196 3,3% 4 00 16,9 285,61 571,22 


شر وج ری شر سر یع ضر سر کک مل کو ت سرک وگ 2 کت سس وسر شرف وس وو ضر ور و سو سر ج رسس سم ری رش ہس 22 < ۳ و ور کو بد سو یور کا ت ما کبک 1 تمس رہف وہ دای و میقم سیر سی سو ات که و ۵ 


50214 ¦ ۱ ٘ ¦ 100% | 4866 60 | مجموعه 





طوری که در جدول فوق دیدہ میشود ”77-7272 7۴ا 5021.4 میباشد وا آن را بر 59 تقسیم مينمائيم که 
1 می شود و جذر مربع 85.1 مساوی 9.2 است» پس وا ریانس | ن 85.1 و انحراف معیاری آن : 92- 150 


اترات سایق کو تاھد را طوری مقار سی کد که در اطراق امس راد کت الد سی عم اقفر 
مشاهده دارای عین اوسط باشند ولی اتحرافعایىٰ آن ها حقارت باشند. 
لا اگر اوسط نمرات یک صنف دیگر هم 81 و انحراف معیاری اش 15 باشد پس گفته ميتوانيم که صتف دوم تسبت 
به صنفی اولی دارای پراگندگی بیشتری است. 
یعنی نمرات شاگردان در اطراف اوسط نسپتاً دور تر واقع شده اند. ازین دستاورد نتیجه می شود که در صنف دومی 
بعضی شاگردان لایق و بعضی ضعیف اند در حالی که شاگردان صنف اولی از نظر سویه باهم نزدیک اند. 
جهت محاسبه قیمت ضریب انحرافء انحراف معیاری (9.2= 510) را قیمت بر اوسط 4-81.1 تقسیم مینمائیمء پس 
ضریب انحراف عبارت است از: 

0.11-41 
جهت دریافت یک فیصدی, ستون فیصدی متراکم را می بنیم و هر فیصدی را که بخواهیم بدست می آوریم» مثلاً 20 
فیصد نمرات 75 است 80 فیصد آن 85 وغیرہ میباشد. 
در جدول فوق» فریکونسی در ستون (د)ء فیصدی متراکم در ستون (ھ) هم محاسبه شده است. 
که جهت تشخیص محاسبات بصری (گراف ها) به کار می آید. 


در شکل ذیل نمونه های گراف های میله ای و دایروی را می بنید. در گراف میله ای» کنگوری نمرات روی محور افقی 
و مقادیر فیصدی آن ها بالای محور عمودی نشان داده شده است. 


در گراف دایروی» سطح داخل دایرہ به تناسب کته گوری نمرات منقسم گردیدہ در ذیل نمونه های محاسبات بصری را 
دیده میتوانیم. 


2 فریکونسی نمرات شاگردان 


.191 تب 
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گراف میله ای فریکونسی شاگردان 


فریکوینسی (%) 


(96)فریکوینسی ها 


<60 60-69 70- 80- >90 
79 89 





گراف دایروی فریکونسی شاگردان 


فریکوینسی (%) 





مثال معرفی منحنی نورمال: هرگاه در امتحان یک صنف از یک فاکولته که تعداد محصلان آن 0 نفر است» 
میگردد: 


سس 192 تست 











1 10۸ 





در توزیع نورمال: 
1 ریا 6096 عفاسات ویر افخ اف معیاری نزدیک اوسظ وات انت 
2 تقریباً 6590 مشاهدات» به دو سمت انحراف سیاری: نزدیک اوسط قرار دارد. 
3 تیآ 99.8 مشاهدات» سه برابر انحراف معیاری در نزدیک اوسط واقع است. 
انحراف معیاری) کمتر است. یعنی 
average - 1 std = 71-64 <7‏ 
بهمین قسم 78 از اوسط (71) به قدر 7 (یک برابر انحراف معیاری) بیشتر است» یعنی 
average +1 std = 71+71 < 8‏ 
تمام نمرات 68% یا 136 از 200 درین ساحه یعنی از 64 تا 78 قرار دارده یعنی به اندازۂ 7 در دو سمت اوسط 
موقعیت دارد. 
از جملة 200 عدد 190 (95%) از اوسط نمرات از (71) به اندازۂ دو برابر انحراف معیاری به سمت های پائین و 


average - 2 std = 71-2۰7 < 7 
average +2 std = 71-2۰7 < 5 


سس 93ل 


ریاضی صنف بازده مر 


گراف توزیع نورمال 





مواد: مواد ممد این موضوع به اندازة محتویات کتاب صنف دهم 


طریقه تدویر لکچر: درس توضیحات دو نفری. گروپ کاری 4 نفری» درس تنهایی» تشریحات و توضیحات» حل 
سال و 


تقویت می کا 


س س س س و سس 


کک ھھھ سک رت رع کد کے کو کر رھدا ور وو کر کی کے کہ کو کو ا ےھ کہ کر س کے و کو و کے کم کر کم شر کو و ا سرک فو سر سح ت ت و 


8-2 ز بشنوید و پرسان‎ TTT 
صفحة اول مواد ممد درسی)‎ ¡ 


از مواد ممد احصائیه صفحات ( | را ند تاب کراید, 


هر شتم یاهمیت شاه و اصول امام اهر رای | 7 











ایاضی حنف بازدهم 


| باید تاکید گردد که شاگردان به وقت کافی و رهنمایی ضرورت دارند» 
3 بدانند که این مفاهیم چه معنی دارند و در امور زنده گی چه کاربرد 
ا های داشته میتوانند. 


۱ پس باید برای تدریس شاگردان دلچسپ ساخته شود و این زمانی 
کن ابیت ال امان موشوعات رادرک که اکم کب ری 
یداد و سال ها را یا ضریی های ان عل کرده اتن 


| احصائيه به محاسبات سادۂ ریاضیکی مفاهیم و حسابی نیازمند استو و | 


| گروپ کار: شاملین در گروپ های چهار نفری تقسیم شدند و 

1 هر گروپ صفحات 5-2 مواد ممد احصائیه را بخوانند و در 
ارتباط به نکات ذیل راپور مشترک تهیه و ارایه کنند و به 
© اھ اا اتک 
٭ معنی استقراء و استنتاج چه است؟ 

ف استنتاج از طریق احصائیه چگونه میباشد؟ و معضی آن ' 
چی است؟ 
کدام مفاهیم مغلق و قابل توضیح بیشتر اند؟ 
اللہ ناس مس ای ات ی اش کوب وا 
اگر نواقص داشته باشدہ ان را اصلاح کنید. | سوالات را ارایه ! 
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. مثال و جدول صفحة 6 را طور انفرادی به بینید و محاسبه 1 
احصائیة توصیفی را بخوانید. 

. ترینر جدول نامبرده را از روی چارت طوری توضیح می کند إ 
که دربارة هر محاسبه سوالاتی مطرح کرده و به کمک ز 
قاگردان بے آ ن ها واب سی چس اکر گام کل محر 
داشته باشد توضیحات بیشتر می دهد تا که مطمئن شود که ۱ 
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ریساضی صنف بازده مر 


تمام شاملین تعریف و محاسبه را درک کرده اند. 


| طوری سوال مطرح نماید که فهمیده شود که همه موضوع را درک / 
| کرده اند. مغلا آیا در پوهنتون کابل» محصلان پوهنحی طب جهت إ 
اه ات فة ماد مان كو مد ات جار 
| اوسط های دو مشاهده با هم برابر باشندہ درینصورت آیا گفته میت وانیم ! 
| که آن ها در یک جمعیت واقع اند؟ چرا؟ 


4 در ختم ترینر تکرار می کند که جهت تدریس, بسیار مهم | 
است تا شاگردان مفاهیم اولی احصائیه را درک نمایند و به 
این منظور باید مثال های زیادی خارج از کتاب ارایه دهد و ¦ 


۳ 


گیرد. 

| ترینر سوالات غلط را اصلاحات نماید و خودش توضیحات بیشتر ارایه ‏ گیر: 
| وظیفة خانگی: 

محاسبه کنید. گراف های مناسب میله ای برایش بسازیدہ ‏ ۱ 

۱ 2 فصول احصائیه کتب صنوف 11-10 و 12 را بخوائید و | 

۱ مسایلی که برای شما مشکل است را بیرون نویس کنید که إ 
فردا روی آن کار شود. 











تمرین کارخانگی احصائبه 


نمرات ریاضی شاگردان صنف الف نمرات ریاضی شاگردان صنف ب 






4 60 ْ 





کو سس جع بتک جو وو چو چز چو ..- یاهع 


4 ْ 50 





--ے-ص-ص ےس 72 719 





ں۔“' ریساضی صنف یاز دهشم 
80 5 





و مشابهت های آن ها را تشخیص دهید. 


آیا میتوانید بگوئید که توزیع فریکونسی نمرات این صنوف نورمال است یا نه؟ چرا؟ 


ہے ےتسس ص 1 


ریاضی صنف یازده مر 
و ا ۳ اي وافی « ہت 


«درست است که برای افغانستان موتر های کهنه و ارزاق وارد کنیم؟» از ایشان خواسته شده که نظریات خود را درین 
باره طبق جدول ذیل از پنج بدیل یکی از انتخاب کنید. نتایج سروی در جدول ذیل نشان داده شده است. 





ااج توضرقی ناب را فطالته كد 


۔--۔۔۔۔ےےے سے ےس سس 198 __ت_ 





اضاقت هنك بازدهم 


(Normal CUrVe) منحنی نارمل‎ 


علما منحنی نارمل را به حیث یک مودل قبول نموده اند. ازروی نتایج حادثات و مشاهدات قانون خطا ها و اشتباهات را 
انکشاف داده اند. قانون خطاها را محض به شکل محموعه عمومیات که دراکثر مواردصدق می کرد قبول نموده بود و 
این عمومیات عبارت بود از: 

1 خطاهای خورد تر نظر به خطاهای بزرگتر زیاد واقع می شد. 

2 بسیار خطاهای بزرگ به ندرت واقع می شد. 

3 هر قدر خطاها بزرگ می باشد تعداد خطاها کمتر می شد. 

4 خطاهای منفی از طرف چپ با خطاهای مثبت از طرف راست تقزیباً مساوی می بود. 
۲ ۸0۲۵۳2۳ (1747- 1667) معادله منحنی نارمل را استخراج کرد قانون خطا ها را در شکل 
ریاضی تعریف کرد این موضوع را در مثال ذیل واضح می سازیم. 
از یک تعداد شاگردان شش سوال صحیح و غلط را به قسم امتحان ارائه کرد در حالیکه شاگردان در باره هیچ معلومات 
ندارد هم چنان کدام اشاره نیز در زمینه موجود نیست که شاگردان را به حل سوالات رهنمایی کند. به عبارت دیگر تنها 
حدس میزند که جواب صحیح را پیدانماید درینصورت شاگردان به حل جواب صحیح 50% چانس دارد قبول می نمایم 
که سوالات به صورت اتفاقی که توزیع شده است اوسط نمرات شاگردان ممکن سه جواب صحیح و سه جواب غلط 
باشد. تمام شاگردان این نمره راگرفته نميتوند کی ها ممکن نمره بلندتر و بعضی ها نمره پائین تر را گرد بمضی 
شاگردان ممکن چار جواب صحیح و دو غلطء یا پنج جواب صحیح و یک غلط را انتخاب نماید و برعکس. که گراف 
مستطیلی آن شکل ذیل را خواهد داشت. 


0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 


هر قدر مقدار دفعات (فرکونسی) و نمرات زیاد باشد به همان اندازه در گراف فوق مستطیل ها نیز زیاد شده و منجنی به 
شکل متحنی تارمل نزدیک سی شود: 


اگر به گراف های فوق دقت نمایم شکل نارمل را دارد. این منحنی متناظر است که تناظر نظر به اوسط حسابی می باشد 


سىسصس-س[9[س_۔سے٢ےزآہہہ‏ ہے وول 


ریساضی صنف بازدهس مر 





Mod = ۱۷0 < x 


اگر منحنی نارمل متناظر نباشد درینصورت اشکال ذیل را خواهد داشت. 


Mod : E3 x : Mod 


Mod <med < x` Mod >med > x 


دیدہ می شود که در منحنی طرف راست دامنه منحنی به طرف راست خمیدگی دارد که درین حالت ۷/06 بزرگتر از 
میانه و میانه بزرگتر از اوسط حسابی است. و در منحنی طرف چپ دیده می شود که دامنه منحنی به طرف چپ 
ا که baye Ea E gE‏ تا مارا 
باهم مساوی است مثلاً اگر ارقام 1,2,3,45,6,7,8 را در نظر بگیریم دیدہ می شود که میانه و اوسط این ارقام مساوی 
می ود به 


med = 33 - 5 


36 5 1+2+3+4+5+6+7+8 = 
8 
چهار رقم و به طرف چپ ان نیز عین تعداد قرار دارد. 


سس 00 2 لس 











EES.‏ هنک بازدهم 


تابح منحنی نارمل 
گراف منحنی نارمل یک تابح مغلق است که یک فامیل منحنی ها را می دهد و تعداد آن نهایت زیاد است که به قیمت 








2 
7 
22 7 کہہے 
۰0 = 
27لک 7 
درین تابع: 
«. ارتفاع منحنی است که به قیمت معین × قیمت معین دارد. 


. یک عدد یا رقم است که مطابقت به قیمت معین 7 می نماید. 


| ڈۓج 


. اوسط حسابی ارقام داده شده × است. 
ک. انحراف معیاری ارقام داده شده × است. 
7 عدد ثابت 3.1416۰۰۰ می باشد. 

6 عددثابت 2.7183۰۰۰ می باشد. 


در منحنی نارمل اوسط حسابی و انحراف معیاری رول اساسی را بازی می نماید و در تشکیل منحنی نارمل جای خاص 
را دارد که در اشکال ذیل به وضاحت دیدہ می شود. 





دن کک ارقا انش اف سیاری را ضا سس جس سس کان و کرای ار قات الات ماع تا 
بوده ولی اوسط یکسان را دارد. منحنی های 8 و ٤‏ دارای ارتفاعات (انحراف های معیاری یکسان بوده ولی اوسط های 
حسابی مختلف دارد) اگر اوسط حسابی 0 = × و انحراف معیاری 1= 8 فرض شود تابع منحنی نارمل شکل ساده 
را به خود می گیرد و آن عبارت است از: 


ہس 1 
7 .در 


127 


این شکل منحنی نارمل را بنام شکل معیاری منحنی نارمل یاد می کنند. 


سس .]1 20 ےہ سس سپ سس 


ریاضی حنف بازده مر 
مشخصات منحنی نارمل: 
1 گراف منحنی نارمل یک تابح ریاضی بوده و برای حادثات که بصورت اتفاقی واقع می شود یک مودل است. 
2 تعداد منحنی های نارمل بی نهایت زیاد بوده که به قیمت های معین اوسط حسابی و انحراف معیاری مشخص 
فی گرد 
3 منحنی نارمل در شکل متناظر بوده ار تفاع اعظمی آن در قسمت و سط قرار دارد. 
4 منحنی نارمل یک منحنی متمادی است که به قیمت های معین × ار تفاع () قیمت معین را بخود می 
گیرد. 
5. برای تمام قیمت های × قیمت ‏ همیشه مثبت است در حالیکه × مثبت و منفی شدہ میتواند. 
6 منحنی نارمل محور ‏ را قطع نمی کند بلکه محور × مجانب آن است. 
تبصره: در منحنی نارمل هر قدر انحراف معیاری زیاد شود به همان اندازه قله منحنی به طرف بالا کش می شود. 
در منحنی ذیل اوسط حسابی و انحراف معیاری یکسان است مگر از نظر جمعیت فرق دارد. به این ترتیب در منحنی 
4 , 300 > ٣ء‏ در منحنی 8 , 7-200 و در منحنی ) , 7-100 است که قله 4 نظر به 7 و 
€ پلندتر است. ۸ 





طوریکه ۳ اوسط ارقام. و مود 5 انحراف معیاری و مرک در جه عدم تناظر پراگندگی ارقام است. به اساس 
فورمول فوق هر گاه دامنه منحنی نارمل به طرف راست باشد درینصورت 0< 0(3 <¥( و اگر دامنه منحنی 
اھ طرفست باقد حضرت 9 3 (<M)‏ است. گر در حالت قاط 0 مرکا است. 

چون در ارقام تصنیف شده م۸44 در محاسبات مشکلاتی را بمیان می اورد درین حالت رابطه ای دربین مودہ میانه و 


اوسط وجود دارد که میتوان به عوض مود میانه را به کار برد. 


رابطه مذکور عبارت است از. 
M, = 3/1/00 - 2×‏ 


اگر در فورمول ۳67507 1071 به عوض م1 ما 1/60 را به کار ببریم چنین خواهد شد. 


ود س 





د ریساضی حنف بازدهم 
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۷-27 ۸۷د) 





5 
x-3Med+2* _‏ _ 
5 
3-0 _ 
5 
F-Med)‏ 3 
سید 
ال اکر وزم ارقام آگر. ود ے ‏ 260 له و اتخراف ساری 522 باقد پس 
6 - 3)23 
5- - ۱ 2 (26- 3023 ری 


چون 0 > 1.5- = پر است پس دامنه منحنی به طرف چپ خمیده گی دارد. 


مثال ] . در یک مکتب 150 نفر شاگرد درس می خواند وزن های شان در جدول ذیل و داده شده است. 
معلومات های ذیل را بدست آرید 
1. اوسط عمر های شاگردان را دریافت نمایند. 
2 میانه و مود عمرهای شاگردان رابدست آرید. 
> الحراف ساری را نظربه. * و 1460 لوم تما 
انحراف معیاری» انحراف متوسط و وریانس را دریافت نمایید. 


. ایا توزیع عمرها نارمل است؟ 
. اگر توزیع عمرها نارمل نباشد درجه عدم تناظر را بدست آرید. 


بنا جب ن © 
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5). انحراف معیاری 
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]سس 27ا و 
11 11 
0041<0- 


تمرین. جدول ذیل داده شده است: 





ادا سای ادا ان 
میانه و مود را محاسبه نمائید. 
اا کنیا اا 

انحراف معیاری را بدست ارید. 

. درجه عدم تناظر را نظر به مود میانه و او سط حسابی بدست ارید. 


دخ یۂ ئن حب ہا 


پیت و29/ ...ہہ -- 








ریاضی صنف بازده مر 


میلان (1۲6076551010) و ھمبستگی (60۲۳۲610:01) 


در دروس قبلی جمع اوری ار قام و معلومات ها را به طرق و روش های مناسب مطالعه نمودیم و دیدیم که چطور 
میتوان این ارقام را تصنیف» تحلیل و تجزیه نمایم. درین جا متحولین میتواند نمرات امتحان یک تعداد شاگردان در دو 
انتحان: طول اقاست شاگردان و وزن افراذ باشد. 
اصطلاح همبستگی عبارت از درجه ارتباط دو ویا چند متحول است و متحولین مربوط عبارت از همان متحولین است که 
با یکدیگر یکجا تحول می نماید. اگر یک متحول تزاید نماید متحول دیگر نیز تزاید می نماید و یا برعکس. 
فرض می نمایم که یک شاگرد در شروع سال از اوسط بیشتر نمره گرفته و در اخیر سال نیز از اوسط بیشتر نمره گرفته 
است و اگر در شروع سال از اوسط کمتر گرفته باشد پس می گویند که این نمرات باهم ارتباط مثبت دارد. گاهی این 
حالت نیز واقع می گردد که نمرات بلند یک متحول با نمرات کم متحول دیگر ارتباط داده شده باشد درینصورت گویند 
که این در متحول باهم ارتباط منفی دارند. 
ضریب ارقاط می رانظه مولن قاعضی اس که اققام بات وارد گا آتا وقی مات ےک تارق که د 
متخیل بین خود ارقاط رٹ داردیسی شررب قاع یت یک (۶1) استه و اگ ررابطه سلی داقن باشد ضریب ارفاظ 
شان منفی یک (1-) می باشد و اگر بین خود هیچ ارتباط نداشته باشد ضریب ارتباط شان صفر است. به این ترتیب اگر 
ضریب ارتباط به 7 نشان دھیم داریم. 

1> که اعد 
بطور خلاصه می گویم اگر ۶+1 باشد ارتباط بین دو متحول کاملاً مثبت و اگر 2-1 باشد ارتباط بین شان کاملاً 
منفی و اگر 7-0 باشد درین دو متحول هیچ ارتباط وجود ندارد. 
ظور ال قارع دو ماه یک فاد کاک ےرا در ظر من گرم رات یک اسان را به ۶ تم ای اسان دگزرا 
به 7 نشان می دهیم. 


× و « را روی مختصات افقی و عمودی سیستم مختصات قایم نشان داده می توانیم 


جدول ذیل را در نظر می کریم 
TT ٩‏ ہے ۳ ہے ار و و جڈ ‏ ے 


ب۰-----سحسسسسسسسسددسس اا ااا س تا اس سس سا سا اا - ۰ ,0 , 


i 8 . 10 14 ۰ ۵6‏ 4ؿ سس 
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EES.‏ حنف بازدهم 





و اگر جدول ذیل را در نظر بگریم. 





16 


1 5 


در حالات دیگر که تقاط کاملا رون خط مستقیم قرار تداشته باشد میتوان شد که رابطه مثبت. میتوان که رابطه منفی و 
میتواند را بطه به شکل خط منحنی بوده و یا هیچ رابطه موجود نباشد. 
باز هم جدول ذیل را در نظر می گریم. 


۱ ۱ ۱ 1 ٤ 
وت ضرغ ی تو سر ت کو ت سر 3 و سرد و ام ت دا کی سد ضر نر ضرم کے ت کت مرو ی د سو‎ 


iS TFI وه‎ 9 8  # .ا‎ 9 








ریاضی صنف بازده مر 








حالاً جدول ذیل را درنظر می گریم 








گراف این جدول منحنی است. 
هرقدر نقاط به خط مستقیم نزدیک شود درجه ارتباط بلند می شود درجه ارتباط توسط فورمول ذیل محاسبه می گردد. 


ی 
2 


r 


مس 208 ____ت_ 





ی ریاضی حنف بازدهم 


1 
اس نے 


ہ٦‎ 
ها‎ i 


یج دن ہت ټم ې مه ي و ا 
اه نب ها جح ہے م دي 


9 


0 
1 
7 
9 
0 
4! 
0 
4! 


سم سم 


۱ 6 0 
او مر ور ز مر 





2Y 31 3 31 


2 ے کے = 7۲ ی سح ہے 
0 ۸/3600 90۰/40 ”ر < ض2 


درین جا یک موضوع دیگری را نیز معرفی می داریم که بنام ضریب تغیرات یاد می شود در حقیقیت ضریب تغیرات 
عبارت از ضریب پراگندگی است یکی از محل تطبیق ان مقایسه نمودن دو جمعیت غیر متجانس است. ضریب تغیرات 
عبارت از حاصل تقسیم انحراف معیاری بر اوسط ارقام است. 





ضریب تغیرات (تحول) را اکثراً به شکل فیصدی می اورند و برای این هدف ے را ضرب 100 می نماید. 
۷ 
سل شرب ام3 3 ااا 


2. _1+3+5 و9‎ 
n 3 3 


کچ م 


2 
2) 2 2 2 
9 _)1-3( +)3-3( +)5-3( _ 4+0+4 8 مہ‎ 
n 3 3 3 


5 < ۰2.07 =- 3 


اگر ضررت افیرات راب ط۲ تام دهم غراشی داشت 




















ریساضی صنف بازده مر 


11). یک مولد گروپ های تصویری تلویزیون دو نوع گروپ 4 و ۶ را تولید می نماید طوریکه دوره استهلاک 
0 و 310 ساعت باشد درینصورت نشان دهید که ضریب تغیرات کدام گروپ بیشتراست. 


حل: اگر ضریب تغیرات گروپ 4 را به 6۰05 و از 8 را به ,6۰10:5 نشان دهیم خوهیم داشت 


06- 0.187.100 - ۰100 280 - ۵ - یر 
495 2 


A4 
ود‎ - 310 100-0165۰100-6 
1815 


0۰۰8 
2 
چون ضریب تغیرات گروپ 4 نظر به گروپ 8 بشتر است پس گروپ 4 دارای پراگندگی بیشتر است. 
مفهوم دیگری که باید تحت مطالعه قرار گیرد موضوع همبستگی است و میلان نیز یک مفهوم دومی است که باید 
تحت مطالعه قرار کیرد این دو موضوع باهمدیگر انقدر ارتباط نزدیک دارد که اکثرا یکی به جای دیگری استعمال می 
گردد. 
اصطلاح همبستگی به درجه ارتباط دو متحول اطلاق می گردد. و قتیکه دو متحول باهم ارتباط داشته باشد پس یک 
متحول را میتوان از جنس متحول دیگری پیش بین کرد مگر کلمه میلان به صفات و مشخصات متحولین یک پدیده 
اطلاق می گردد وقتیکه ارتباط بین دو متحول مکمل نه باشد. 
در سال 1883 یک عالم بنام 77۱056701107 راجع به میلان یک مقاله را نشر نمودند و از روی آن ثابت نمودند 
که بسیاری مشخصات انسانها ارئی است و از یک نسل به نسل دیگر انتقال می نماید. مثلا اگر قامت پدر بلند باشد 
کات سراع آن تر راف شیاه عل ذگر با اح موی دای لات که کات فتیکی اعقال از 
مشخصات فزیکی اسلاف پیشگوئی نماید و دید که همان والدین که قامت شان بلند بود قامت پسران شان نیز بلند بود 
مگر به اندازہ والدین شان نبود وهم چنان قامت والدین که کوتاه بود قامت پسران شان نیز کوتاه بوده مگر به اندازه 
قامت والدین شان نه بود این پدیده را به طرف اوسط بنام میلان یاد کردند طور مثال اگر نمرات دوره تحصیل یک 
محصل با نمرات امتحان شمول شان ارتباط داشته باشد پس محقق می تواند نمرات دوره پوهنتون انرا از روی نمرات 
امتحان شمول پیش بینی کرد. اگر × متحول پیش گوی کننده (امتحان شمول) و ر متحول پیشگویی شونده (نمرات 
دوره پوهنخی) باشد درینصورت برای شاگرد مذکور نمره خوبتر از همه پیشگوی ها اوسط حسابی ر است که از روی 
آن به مقایسه هر نمره کمترین خطا پیشگویی شده میتواند اگر بین × و ز کدام رابطه ای موجود نباشد محقق 
تخواهد داشت که ول را بضورت کامل پک گے تماد باه کت کاک قاط به شکل یک خط مش هر 
قدر باهم نزدیکتر باشد خطای متحول ‏ نظر به × کمتر است و برعکس بیشتر است بنابرین روش همبستگی نقاط را 
باید اندازه نموده و برای این هدف برای دریافت ضریب همبستگی فورمول ذیل را به کار می برند. 


روادق س 
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طوریکه رک و ررک به ترتیب انحراف معیاری × هاو / است و به این ترتیب داریم 


چچ 29 
ان > و 
رک رک 


س7 


مثال: ارقام ذیل وزن اولیه و بعد از تطبیق رژیم غذایی وزن بعدی یک حیوان را نشان می دهد. 





27 ۔ 9_- 
و ت ۲-8 
ئ 5 
2-1.8)+ ا رد ا ga ET ATT‏ 
5 
56 0 _ 2.8 _ 0.6+0.04+0.64+1.44-0.04 _ 
5 5 
5 2 0.56 5 
OSO HESE‏ (7-5.6)+ تہ ga (E)‏ 
5 
وه و 174 362.36 6+0 576*6761 
7ھ- ۰۷/3.48- 5 
ے 44ے 2۷ 
0 3۶ھ" 














ریاضی هنک یازدهم 2 


4 یر 
۶۶۶٣۰٣ ۲‏ ا سی E‏ 
۱ 14 14 (0.75()1.87) کک 
مثال. 
xXx 1 2 3 4‏ 
9 7 و .3 1 
E‏ دودالی 
4 4 
 )2.5(+)025(*)025(+)2.25(‏ ”(4-2.5)+ ”)3-2.5 )2-2.5 )1-2.5( _ وی 
4 4 1 
ور سب 
4 
2 2 2 2 
۽ _ 20 _ 9+1+1+9 _ (9-6)+ (7-6)+ (5-6)+ (3-6)۔ ہم 
4 4 4 ٍ7 


yxy <)1-3(+)2-5(+ )37 (+ (49)=3+10+21+36= 0 
2y -- 0 

04 155-1525 _ 

5 626لہ 1.255 رک ,ک5 
باید متذکر شد در صورتیکه ر کمترین خطا را داشته باشد (مقادیر « و × روی یک خط مستقیم قرار داشته باشد) 


ےج 


ہہ ۔ہ سش ئپتشےہ ےد 212 لس 




















اضاقت هنك بازدهم 


مترکس ۱۷۲۵6۲۰1۲ 


فرض می نمایم که 8 ست تمام اعداد حقیقی باشد هرگاه تعدادی از اعداد حقیقی 8 را دریک جدول مستطیا 
بنویسیم این جدول حاصل شده مستطیلی را بنام مترکس یاد می نمایند. اعداد یکە در داخل آن نوشته شده بنام عناصر 
مت رکس یاد می شوند. میتوان مت رکس اشیا و حروف الفبا را نیز تشکیل داد. 


مترکس را عموماً توسط حروف کلان الفبای انگلیسی 4,8,٥۰۰۰‏ و عناصر انرا توسط حروف کوچک الفبا انگلیسی 


6 1 3 2 
4 اج , (1,2-,6,4)-ط ۱ 3 2 4 (<۸ 
3 4 5 7 


هرکدام آن یک مترکس را نشان دهنده در مترکس 4 (7,5,4(,)4,2,3(,)2,3,1) سطر های مترکس و 
i. 2۳‏ 


4 3 یا متون هی مکی ود ی مکی 4 از سه سطر و سه ستون تشکیل شده است. 


9 


7 ا5ا (4 
مترکس 8 تنها از یک سطر و مترکس ٥‏ تنها از یک ستون متشکل است. در مترکس 4 که از سه سطر و از سه 
ستون تشکیل است تعداد سه سطر وسه ستون مرتبه مترکس 4 را نشان داده و انرا به شکل 3×3 می نویسند. 
مترکس 8 دارای یک سطر و 3 ستون بوده مرتبه آن 1×3 بوده و مترکس ٴ٥‏ دارای سه سطر و یک ستون بوده 
مرتبه آن 3×1 است. 











به این ترتیب شکل عمومی یک مت رکس عبارت است از: 
dı @2 °° @‏ 
جج رپ 21 


4= 


@n2 °°’ nm‏ ابر 


در حقیقت این مت رکس دارای 71 سطر و 77 ستون بوده که مرتبه ان ۹۶ است و عنصر این مت رکس به شکل ږه 
بوده طوریکه 7 نمایندگی از سطر و ر نمایندگی از ستون می کند البته ,1,2,۰ و  <1,2,۰۰۰,7#‏ می باشد 
بصورت عموم 7171 است. اگر 71-791 باشد درینصورت مت رکس مربعی گویند که شکل ذیل را دارا خواهد بود. 


سس ہےے۔ےو9؛شٹ جم 7213 مہ سەہسش۔س سس سس 


ریاخی حنفک بازده مر 

dı @2 09 
do زو‎ “۰۶ 
dn @n2 °°° @nn 


یعنی مرتبه آن. 1 ×71 بوذه و گویند که مترکس 4 از مرتبه 72 است. در مترکس هذا مر ون و و10 و 1( 
قطر اصلی مت رکس و A)‏ وگ“ و 1 رو4 9 بو ) قطر فرعی مت رکس نامیده می شود. 


اگر دریک مترکس برای 7 و ز 0 = ره باشد این مت رکس را مت رکس صفری گویند و انرا به شکل 


0 )و 0( 
00۰-۰۰90 
اك 
0۰۰۰0 0 
اگر دریک مت رکس به استثنای عناصر قطر متباقی تمام عناصر صفرء باشد این مترکس را بنام مت رکس قطری یاد می 
٠:0‏ 6 
0 ور(“ 0 ۰ 
سھ ۰۰۰ 0 0 
و اگر تمام عناصر قطر مساوی باشد مثلاً ۸= ,2۰۰۰ وو< ,6 . درین صورت این مترکس را مترکس 
سکالری گویند. 
و اگر 1= ۸ باشد این مت رکس را مت رکس واحد گویند. 
(k (+ 0‏ 
۰.0 0 
مترکس سکالری ۔ 
00٠,۸‏ 


14ل 
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0 ی( 1( 
0٠...0‏ 
واحد مترکس ہے -- 
1... 0 0 
هرگاه دریک مت رکس 1.7 = )i‏ ,4( برای تمام مره ر <: باشد این مترکس را مترکس مثلئی پاینی و اگر برای 
J=1.m‏ 
0 < ره [ i>‏ اشد در تضو رد این کف رات رکس طاقن بالات کورتم اا 
9 7 
مترکس مثلثی پاینی ات 
002 
0-0۱ -3) 
“Û‏ 
مترکس بالائی اند 0 0 
1 3 6 


عملیه های الجبری در مترکس ها: 
` سط ۰ ط (bıı‏ ۱ 0ہ °°° (îı d2‏ 


٥4 و2‎ ۰۰ 2 bı D2 ۰۰۰ و‎ 
+ و‎ - ۳ ۹ + 7 = 


b‏ ڪڪ بط 7 am‏ ا 2ر4 1ر1 


۵۱+ موه‎ ۰۰۰ Am +P, ۱ 


| 1P1 ورط+ووه‎ ۰۰۰ Dm P2 


A, tP, یه‎ °°° A, FP 


nl nl 
بوده ۸-9 نیز مانند جمع عنصر تفریق می شود.‎ 


2 اگر بخواهیم یک سکالر را دریک مترکس شرب نمایم سکالر مذکور درهر عنصر مترکس ضرب می شود به 
این ترتیب 
بل درلیب 


س..س صے سعس 21 


ریاضی هنک یازدهم 2 


4 d2 °°° جر 2 2,۱ ( ۱ بررہ“‎ ۰۰۰ AA, ۱ 
a ددم‎ ۰۰۰ 0 Aa Ad» ۰۰۰ Aa 
21 22 2m 21 22 2m 
2۰ ۸4< 2۸ . 21 ۔‎ 


4,1 dn2 Anam 1 نت 4,2 1 ر1‎ 1 am 


فرض می نمایم که 4 و 8 دو مترکس باشد 4 و 8 وقتی ضرب شده می تواند که سطر های مترکس 4 با ستون 
های مترکس 8 مساوی باشد ویا برعکس ستون های مترکس 4 با سطر های مترکس ‏ مساوی باشد. 


2( 
مثال1. هرگاه (2 4 4=)3 و کت باق ارتصورخ 
4 


20( 
)3.2+4.3+2.4)=(6+12+8)=00( = 3 4 3)-ھ×4 


1x3 1x1 
4 


3x1 
2 (3.2 2.4 2.2) 6 8 4 
یت نت‎ 3.4 ِ 12 ۰ 
4 1x3 4.3 4.4 4.2 12 16 8 
3x1 3x3 


مثال 2. 


2 
EAE 223+39‏ "امه 23 
[2(8+3.1) +12 9.5+ (2) + ات ۱ 


ما و ۳ 
1اك 10 2-163 تتو-۔و 
0 (72-)33+2 +32+2]) 2 3 
= 44+831 )2-(43+8 42+81 = ۱ ۲ 
5413 )53+12 52+11 
18 5 8 )12+6 9-4 6+2( 


=| 8+8 12-16 16+24 = 16 -4 40 
10+1 15-2 20+3 1113 3 


216 





EES.‏ هنک بازدهم 


خواص مترکس ها: 

1 جمع مترکس ها خاصیت تبادلوی را صدق می نماید. 

2 ضرب مترکس ها بصورت عموم خاصیت تبادلوی را صدق نمی کنند. 

3 جمع و ضرب مت رکس ها خاصیت اتحادی را صدق می نماید. 

4 جمع و ضرب مترکس ها خاصیت توزیعی را صدق می نماید. 

5 جمع مترکس با مترکس واحد مساوی به مترکس است که هر عنصر قطر به اندازه یک واحد زیاد می شود در 
مثال های ذیل خواص فوق را وضاحت می دهیم. 

6 ضرب مترکس با مترکس واحد بازهم خود مت رکس را می دهد. 


3 1 4 3( 
٠ /‏ ۱ 3 ۷ 
15 4 4 6 
مہ dO SOS LG a‏ ہے 
ا 
ور 2| اعیبه ببیا روز ما رہ 6 
G3 4 (1 3٦ 31 43) 2 1۱‏ 
2 نی "1 .8 
ریہ 10-) 4-15 میا روز ما |64 
| وم ہو جم 4 3( 3 1( 
ا 2 ۳ یت 
11 ورا 15-4 46) اه ما اک 4 
دیدہ می شود که 8-4 4-8۶ است. 


. مترکس های فوق را در نظر گرفته خاصیت تبادلوی مربوط به عملیه جمع را تحقیق نمائید. 
۱ )3+4 13( 4۱ 3( )3 1( 


2 4 |-<| 7-5 2+2 |= |5— 7+۱2 ۸<۱2 مھ 
19 2 15+4 4-6 4 6- 5 4 


۔ ۔ل0_-_۔۔آ80۔۔سس۔سہ اہ م 17ل 


ریساضی صنف بازدهس مر 
9 1) 

ٹر کن ۱ 6 را درنظر گرفته با مترکس های داده شده 4 و 8 خاصیت اتحادی را بالای آن تطبیق 
4 3 


تا 
5 1/ 3۱1 1 4 3( 
٠ ۳ 2 ٠ 2‏ 0+0 
4 وا لور 4( اه یہ 
8 2 4 3( 3+5۱ 11( )4 3( 
٢ ٣ ۳ ۳ ۳ ٦‏ 
ور 7) ل4 ما الیبعر دہبااُ(هو 6 


(3+2 4+8۱ (5 2۱ 

4 ت ِِ 
23 ۱1 4+19 6+7- 

(3 4 1 )1 ٩ 


(4+B)+C= 1 ۱ 1‏ 
4 3 5 ۱4 (4 مہہ 
5 1/ 7۱ 4 5 1( ۱۱ 4+3 3+1( 
5 ۳ اج "٠‏ ْک ت - 
4 ۱3 19 ما 4 3 145 6+4- 


۳ 5 7+5۱ 4+1( 
4 0ھ | 2+2 4+6 |= 
23 1 19+4 2+3 
دیدہ کر و 
۲ ۱ 3( 2۱ 7 
رر و کے شدمیسوه 


سس گ/ 218 لس 
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لب O‏ ۵1 ۶ هم 2 2 1 
ا ۳ 6 با وا c.(4+)=|‏ 
526۱ لبق یتر SS‏ 3ۃ fî AS‏ 
”ُء متا SE,‏ ممبوی| لیر وااو گا" 
31۱ 23( 
103 جتا 
A (1 2٣٣3 MN‏ 2۱/2 1( 
E aT‏ ام ام ۲۳ 
ہیر 13+24( )14+26 12+25( 
51+67 53+64( 54+66 5265| 
1+14 3+8( )4+12 2+10( 
5+42 15+24 |20436 10+30“ 
BEL TÎ‏ 19۵ 1 1 12 
56+477 40+39 47 39 له 40(“ 
31 23( 
رومر 79| 
. جمع مت رکس با واحد مت رکس 


2+0 ہبی 5+41( )0 0 1( ھ2 6 5( 
و 1+1 1 1 
ہو 7+0 مہدا ل1 0 ما /9 7 2 
2۱ 6 6) 
2 1 
10 7 2 


حالا خواص فوق را در ضرب مت رکس بایک مت رکس دیگر در نظر می گیریم 
. در مت رکس های مثال دوم دیدہ شده که 8۰4 4۰8۶ است بنابرین ضرب مت رکس ها بصورت عموم تبادلوی نیست. 
. ضرب مت رکس ها خاصیت اتحادی را صدق می کند زیرا اگر مثال جز 5 را درنظر بگیریم خواهیم داشت 


٦ 1 2‏ 3( %4 2( 
رو یا 7 وا لم ئا“ 


سس تم ص ےس سس سس سے 219 س 


ریاضی صنف بازده مر 
6 314 4 2( 2۱ 11 ۰4۱/۳3 2( 
"ات 1 وا“ ا 10 0 06ھ 





۱ 48 2( 6+61 5ب3 4 2( 
"(مد ووال هه | تج 
٦0 ۵6 24+200) 72 224٦‏ 212+450 2+۵ 
36007 274| ([ممجبمی 40+23( 512+650 58+639(“ 
HHO 1.0+3.1+4.0  ر0مہج 0+4٦‏ ۵ 0 ۵ 3 تم 
 50+60+7.1 |=‏ 5.0+61+7.0 -. 0 1 0 ۱ 6 کک 
30+1012 مدببببمدو محبمبہبدا ار 0 2J0‏ 1 و 
4 3 1( 
و ے۔ ات 
و8 


مترکس ترانسپوز: 
فرض می نمایم که 4 یک مترکس مرتبه 727 باشد هرگاه سطر مترکس را به ستون و ستون انرا به سطر تبدیل 
نمایم درینصورت مترکس حاصله را ترنسپوز مت رکس 4 گویند و انرا معمولا به شکل 4 نشان می دهند مثلا 


)7 2( 
٦‏ ب واه 


ترانسپوز یک مترکس ترانسپوز مساوی به خود مت رکس است یعنی 


4<(مہ)> رم 


ترانسپوز حاصل جمع دو مترکس مساوی به حاصل جمع ترانسپوز هر کدام آن است. 


تحص 
حدم 
۰ 
سس 
پا 
حا 
1 
۷ 
سس 
سی 
8 
8 
ا 
پا 
سس 
1 


(4+ B)' = 4 + "و‎ 


ترانسپوز حاصل ضرب دو مت رکس عبارت است از 


7ھ = (4B)‏ 
#-- 4( 
اھ ۵ 2 
مثال: هرگاه ا 8 اج ی 
9 1 4 








2 7 4 
A =3 8 1 
4 5 9 


تمرین]. مت رکس های ذیل را ضرب نمائید. 


ا ترانسپوز مت رکس های فوق را بدست آرید. 


سس 1ل ا 


ریاضی هنک یازده ہم 
لکچر نهم 
د یترمینانت Determinant‏ 


فرض می نمایم که ۸ ست اعداد حقیقی و ,۸ ست تمام مترکس های مربعی باشد درینصورت تابع 


det:K >R 
4-۱ 4|=det4 


رابنام دیترمینانت یاد می کنند طوریکه هر عنصر 15 تنها و تنها به یک عدد حقیقی 8 ار تباط داده می شود. و این 
عدد حقیقی در حقیقت دیترمینانت مترکس داده شده می باشد. 
E‏ 


(4 4١ 


0 


A= 


d 22 


21 
مترکس مربعی مرتبه دوم باشد درینصورت دیترمینانت این مت رکس را به || نشان می دهند و 
042 41 
رو4 رو 7 422 dıı‏ — >|4 
d22‏ 021 


هرگاه مترکس داده شده از مرتبه سوم یعنی 3× 3 باشد یعنی 


درینصورت دیترمینانت این مترکس را طورذیل دریافت می داریم 


دو ستون اول این دیترمینانت را به طرف راست 4| انتقال می دهیم 


hy A ta ۱ ۱ d2 
نل۔‎ 0 x“ ۱ 
روہ“ _ وه ا ,وه‎ d22 
۳ كت‎ ۹ 
۱۳ 
A ہو4 ؛: ولا ك‎ <2 


مگ 222 





ں۔۔ ریاضی حنک بازدهم 

عناصر قطر اصلی را با هم ضرب می نمایم و همان عناصریکه در شکل داده شده موازی به قطر اصلی اند به ترتیب بین 
هم ضرب می نمایم اشاره شان را مثبت می گیریم به این ترتیب. 

7... وی رو و6 + ری بر4 4 + و 4 A‏ 


به عین شکل این عملیه را با قطر فرعی مترکس انجام داده داریم 


1 

2ر ہز ؛إ وار a‏ ,8 

کے کے 2 

0 

وو 4‏ جوگھے؛ رك بطر هك 
7-7 تم ۳ 

da 0‏ و یوم 
32 31 ۱ کم 2 اس 


عناصر قطر فرعی را باهم ضرب نموده و عناصر یکه روی یک خط موازی به قطر فرعی باشد به ترتیب باهم ضرب 
نموده اشاره شان را منفی می گریم به این ترتیب 
d23, A14212): 1‏ 1 4123( - 
درپائین دیترمینانت بنویسیم,ء نیز انجام داد. 
d1 ۰ ۱2 2‏ 
22 + ور4رر4,,4) - 2 4 و ۳ 4% و A‏ 7 ود A‏ << 3 :ور o‏ -|4| 


433 رو۸“ 31“ 


3- 6 2 
i‏ 25 1 43 
7 1- 4 
6 2 ۱ دہ 6 2 
(1(۰2۰2+7.5.6-)+(4۰1)93)-(-)(3()5) +217+624)ع |1 5 ¦ 2 1 ا۔-قإ 
1- 14 7 4-1 
= (12-4+210-)-(14+48+15( =` 
7- = 194- 77 = (194) - 77 =(210-16)-77 = 
خواص دیترمینانت: 


71 و رترب رن 27 کر شاوی دی لک | 4 
هرگاه در یک مترکس یک سطر یا ستون صفر باشد دیترمینانت آن صفر است. 
ھرگاہ در یک مترکس یک سطر مضرب سطر دیگری باشد بازھم دیترمینانت آن صفر است. 


بط لئ ج 


م 7223 مے ےہ سس ٹ ٹس سس سس 











ریاضی حنف بازده مر 
5 هرگاه یک سطر یا ستون یک دیترمینانت در یک عدد ابت ۶0 ۸ ضرب شود این به این معنا است که 
دیترمینانت ضرب > شده است. 


مثال ها: 


3 2 , 4 2 
1 = یھ < - ۸ 
6 4 6 3 


|4| = 2۰6-3۰4 -12 -12 - 0 ۸4 | = 2۰6-3۰4 - 12-120 





2 
0 0 
= 0۰5-4۰0 -0 1 
4 
0 6 7 
= 0۰5-0۰6 - 0 11 
0 5 
3 4 2 3 4 2 3 4 
5 4 1= 4 1 5 4 
23 32 2 GF ے‎ 2 3 4 
 )3.4۰2+4.1.3+ 2۰5۰4 -]3.4.2 + 4.1.3 + 2۰5۰4( > 3 
= )24 +12 + 40( - )24 + 12 + 40( = 76-76 - 0 
4 


2 4 6 ۵ 4 6 
| ۸۱24 8 12222 4 6-200 
T1 JE I و‎ 


طریقه انکشاف دیترمینانت 


دیترمینانت یک مترکس را توسط فورمول ذیل انکشاف می دهند. 


1+7 


رہ (1-) ۱۸۰ 


i,j=1 








9 
درین جا ,4 کوفکتور عنصر ره است که از حذف عنصری بدست اوری است ام در سطر و ستون ‏ ام قرار دارد 


توسط این فورمول دیترمینانت یک مترکس را نظر به یک سطر و یا نظر به یک ستون انکشاف می دهند مثلاً اگر 
مترکس 2×2 باشد و انرا نظر به سطر دوم انکشاف دهیم فورمول فوق شکل ذیل را بخود می گیرد 


,۰22 سس 





EES.‏ هنک بازدهم 


2+ 


7۸ 
|4۵ )-( j | 
> 


که درینجا ,ر4 در حقیقت کوفکتور عنصر ,ره است که از حذف سطر دوم و ستون ‏ - ام بدست امده است و بنابر این 
میتوان نوشت 
2+7 2 
4ہ 7( =4 
1 


گے 


2+2 


ام ره (ا-) + رده وه 1-(= 


مثال: دیترمینانت ذیل را نظر به فورمول فوق انکشاف دهید. 


این دیترمینانت را نظر به سطر اول انکشاف می دهیم 


4 5 


4=, gs 
= )-1( ۰4.6+ )-1( ۰5.3- 
- 24-15 2-9 
11 
2 6 -3 
۸29 1 2=? 
4 -1 7 
دیترمینانت فوق را نظر به ستون دوم انکشاف می دهیم‎ 
1+2 5 2 2+2 2 -3 3+2 2 -3 
A=, gO ا و‎ 





> (5۰3 + 2۰2) +(4۰3 + 1۰)2۰7-+(4۰2- 6۰5.7 = 
= (4+15)+(14+12) + (8- 6)35- = 
7- = 45 + 162- = 19+ 26 +(6)27- = 
معکوس ضربی یک مترکس: 


مترکس 8 را معکوس ضربی مترکس 4 گویند هرگاه 


م22 


ریاخی حنف یازدھ مر 
7 - 8.4 - ۸۸۰ 
باقد لا وین ضر مر کی ا زا تان ذھند 


هرمت رکس معکوس پذیر نخواهد یود همان مترکس معکوس پذیر است که دیترمینانت آن خلاف صفر باشد. 


3 1- 7ت 
ال مترکس هت )4و | "رھ سکس یکدیکراد زر 


دیده شد که 7 = ۰۸ = ۸۰ 

برای دریافت مت رکس معکوس یک مت رکس مت رکس متوصله باید معرفی نمایم 

مت رکس متوصله :)(Adjoin ] ۰ Mat‏ 

برای دریافت مت رکس متوصله با احانیت کوفکتور هر عنصر دیترمینانت مترکس داده شده را دریافت می نمایم طور مثال 


مترکس 2×2 را درنظر گرم | ۳“ )=4 


d21 d22 
اد "(1-) 7وہ اب4۸ "(1-) چا نی‎ 
ارم (1-) 7رہ‎ e (0 ام‎ 
بنابرین خواهیم داشت‎ 
B= 0 -- و0‎ 
روا0 رو‎ 


ترانسپوز این مت رکس را دریافت می داریم 


226ل 





اضاقت حنف بازدهم 
۱ و0 -- (ıı‏ 
وت 7-021 


8 در حقیقت اجانیت مت رکس 4 می باشد که اگر انرا در دیترمینانت مت رکس 4 ضرب نمایم مترکس معکوس 
مترکس 4 را می دهند و این طریقه دریافت مترکس معکوس ( ) است. 


B = 


- 0 
12 11 ہت نے 
و0 رت١‏ |4 | 4| 
مثال1. مترکس معکوس متر کس ذیل را دریافت نمائید. 
1 ۔ 
7 9 
حل: دیده می شود که ۶0 3--(7-10)-4 40 است پس 
از )سوه )رنه 
5 )0( ۔ و 2 (-) = 42 


5- 7 
بنابرین مت رکس مربوط عبارت خواهد بود از 1 - B‏ 


که ترانسپوز این مترکس مساوی می شود به 


اه کس کون کر کی ڈزل رآ کرات ناد 


227 


ریاخضی هنک یازدھشےم 2 


e 2 4 1 4‏ 
ات ك 7( )دات 1 02 
سد سو ند و 


= )2۰)-2(-4(+ )-1(۰3)2-6(- )4-4(-3)2-8( = 
- -83)-6( --8 +18 210 ۶0 


حالا کوفکتور های هر عنصر مترکس را دریافت می داریم 


























2- اوہ 2- + 
د (-)< وه ۹ ۾ (1-)< ہے 
4 ا 1 2 
4 ا )= ر 6-15 (-)< وه 
4 2 1 
ما "له رام یه 
1 33 2 1 32 
ہے 242ر ہا ںےہ 
4 2 
2 (2-)- = 1(۳-) = 
رم )= به 
8- 12 6 5 2- 6 
B= 12 -4 5 3>B=adj4=| 2 -4 2‏ 
5 5 5 5- 2 8 
8- 12 6 
2 4- 2 تی ہار 
10 10 
5- 5 
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د ریساضی هنک بازدهم 
لکجر دهم 


سیستم معادلات خطی 


ستسم معادلات خطی که دارای 172 معادله و 10 مجهول باشد شکل عمومی ذیل را دارا است 
D,‏ = تہ +... + dX, + AX,‏ 


dX, + AX; +...+ dX, < رط‎ 


رط = م6 ۰۰۰ ,0 4,۰۰۴“ 


که دراین جا ۸ e‏ ره ضرایب طرف چپ سیستم و ٤®‏ ,۸ ضرایب طرف راست و یا بنام ثوابت سیستم است هر گاه 
اقلاً برای یک 8[ ٤‏ 1 ..... طرف راست سیستم خلاف صفر باشد این سیستم را سیستم غیر متجانس و اگر برای تمام 


در ایتا اککرا بف همان سکم سافلاے سر کار خوا خیم داقت که 8= 71 باد ہنی در سکم نارق 7 معاد و7 
مجهول باشد طور مثال برای 2 = 7 
dX +2 = P,‏ 


٥,۸ ۴ A = ٥ر‎ 


و برای 71-3 چنین شکل خواهد داشت 


dX + تن‎ + @, 4X; 2 
dX, اک‎ + d4; = رط‎ 


رط < ;44% + تو + dX,‏ 


اگر مترکس ضرایب طرف چپ را تشکیل دهیم چنین شکل خواهد داشت 


برای 2 n=‏ 
2 
رہ4 روا 
۷ 2 
واگر مترکس مجهول های آنرا تشکیل دھیم شکل | ید | و ثوابت شکل | رظ | را خواهد داشت. پس سیستم معادلات 
X3‏ 2 


خطی دو مجهوله در دو معادله و سیستم معادلات خطی سه مجهوله در سه معادله به اشکال ذیل میتوان نوشت: 


229ل 


ریساضی صنف بازده کے 
dı 42 ۱۲ | _ ٥‏ 
2 ۲ ۵ رو٥‏ ١ر٥‏ 


2 
رط۱<| 2× || ® جو“ رره 
2 





ھا( وھ سا A‏ 
اشکال سیستم معادلات خطی فوق را شکل مترکسی سیستم معادلات گویند که میتوان آنرا به شکل ساده ذیل نوشت: 
< ۸2۲ 
حل سیستم معادلات خطی دو مجهوله: 
سیستم معادلات خطی دو محهوله را حل نماید 
D(X, = ١‏ + 6 
ر٥‏ = Dx, + DX,‏ 


شکل مت رکس سیستم فوق چنین خواهد بود 


AX =B ويا‎ 


8 


b 
چ‎ 1 5 ۳ ۱ ۳۳ 1 ۱ ۳ 
هرگاه مت رکس 9 =4 معکوس پذیر باشد در این صورت معکوس انرا به "4 نشان می دهیم و اطراف‎ 
2 


2 
سیستم را از طرف چپ به 4 ضرب می نمایم 

8ھ ۔(427)'ھ4 

(41.4)x= AB 

Ix= AB 

x= ز7‎ 


مثال های سیستم معادلات ذیل را حل نماید 
xX+2y=5‏ 


,120 
مترکس ضرایب طرف چپ آن 1 |4 سید و 


ےس پت مم 0 23 لس 





.< ریاضی حنف يازدهم 
2 1 
3-210 اہ اہ 
3 1 


بنابراین داریم 


در نتیجه 


چون 


1 
از اینجا متیوان نوشت 
32 2- 5 
3 (رال 1- 3 
حالا معکوس مت رکس طرف چپ سیستم معادلات خطی که در شکل مت رکس فوق است» بدست آوریم 


سس سس سس ےت .سس سے 231 ل ن 


ریاضی حنف بازده مر 


5 
10 516-= 4 
1- 3 
۰32-3" (1-) ود ۰-1-1 (1-) = رد 
"۰٩-1‏ (1-) = ورد ۰-222 (1-)2 برد 


| 2 Xx -2 +6 Xx 4 Xx X=4 
-3 5 5 y -6 +5 y 9 y بر‎ - 9 
مثال 3: سیستم معادلات خطی ذیل را بدست آرید‎ 
ر3‎ - 2 + 22 - 4 
یر‎ + 3 + 2 < 5 
2 + 2 - 2 =1 


برای ایکە بدانیم سیستم حل دارد و دیترمینانت ضرایب طرف چپ را بدست می آوریم 


3 -2 2 
|4 =1 3 1۱2-90 
2 2-1 


حالا معکوس این مترکس را بدست م آوریم و برای این هدف داریم 
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EES.‏ هنک بازدهم 


























5= لو l=)‏ 
0 -(1-2-)-- ِ "(1-)< ہو 
2-6=4= ر ( = 9 
2-4=2- | و )ره 
7 - د 1= ہو 
d4 = ( (۳ | =-)6+4(=-0‏ 
8-- و 1( = ,2 
1--(3-2)-- 1 1(۳-)- ہو 
1= 30+2 1۳-) = ہو 
بنابر این 
ان 2 هی یه 3 5 
B=|2 -2 -103>B'=adi4=|3 -7 -1‏ 
1 1- 4- 1 ںرے ` 


29 2 و 8- 2 5ہ ۱ 
9 7 9 اب ۰ و =4 


و وو وط es‏ 


29 و و‎ -4۱ x 
داماد | ور ویر وم‎ 


و وم 1+ و 
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ریاخضی هنک یازدهم سم 





88+ 20-10- 
۳ 29 ۳ و89 + وم9! + و20 
11+ 35+ 12 
5 | 117 35 12 
ات 29 0> و + وم 7 و7 
2 5 2 121 50 6- 
7+70 و + وملا+ وه 
و ےم 58 
29 ۱ 29 
ہے ۹ے ج = تاد سے 
و ف7 29 
ہے ای ۶ اہ 
29 29 





حل سیستم معادلات خطی به طریقه گرامر: 
در این طریقه نیز برای اینکە سیستم حل داشته باشد باید مترکس ضرایب طرف چپ دارای دیترمینانت خلاف صفر 
باشد و برای دریافت مجهول ها از فورمول ذیل باید استفادہ کرد 





ار ھی وود تا 


9n 


E 





n 


در اینجا مخرج کسر دیترمینانت ضرایب طرف چپ است این فورمول برای دریافت جذر × به کار می رود و اگر ,× را 
بدست آریم چنین خواهد شد 








الو ی زا 


7 
وی 


11 





و برای 2 </(,) خواهیم داشت 





و ور 1ی 
< رد 
X‏ و و و و 3| 


9n 





5 < 2 + ر۶ 
7= 3+ 1 


در مرحله اول بايد دید که دیترمینانت ضرایب دست چپ خلاف صفر است. 


1 2 


4= 3-2-10 
1 3 
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EES.‏ حنف بازدهم 


حالاً قیمت های × و 17 را نظر به فورمول کرامر بدست می آوریم 








2 
1 |15-14 3 7 
1= سے = چا ہا 
1 3-2 2 1 
3 1 
5 1 
و 2 17-15 7 ۳۹ 
1 9-2 2 1 
3 1 
مثال دوم: 
4 - 22+ 2 - ر3 
5 < 2 + 3 + زر 
11 < 2 - 2 + 2 


باز هم دیده میشود که دیترمینانت ضرایب دست چپ خلاف صفر است یعنی 


2 2- 3 
۶0 ۱2-29 1 3 21/1 
2-1 2 
و لت ود 
1 3 5 
- [- 2 11 
29 29 
2 4- 3 
1 5 1 
58 1- 11 2 
22 = = ل 
29 29 
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ریساخی صنف یازدھےم ےم 


4- 2- 3 
5 3 1 
87 11 2 2 
و و 2۰ 
در گام O a‏ اکس کو 7 کرس ME‏ 
4= ر2 - Xx‏ 
5= 4 + 2 
6 < 2 + +24 
2 10< 22+ 2-2 
4 < 2 - رز - 3 





2:7 


ں-“' ریساضی حنف بازدضشم 
لکچر یازدھم 
حل سیستم معادلات خطی به طريیکه گاوس ۰ 0ج6 


یل آز که کل سرکر سای ,رآ یه رھ ری ما مان لام انت رکی او ای نما کا ور 
طریقه فوق ضروری است یاد آوری نمایم این مفاهیم عبارت از عملیه های مقدماتی در مترکس ها است. 
عملیه های مقدماتی در مترکس ها: 
دای Sak‏ ها ی 
1 رس سار اس ڈیر اعد ک سن اسر وم 
2) یک سطر را به سطر دیگر علاوہ کردن و یا یک ستون را به ستون دیگر علاوه کردن 
3) یک سطر را در یک سکالر (عدد) خلاف صفر ضرب نمودن ویا اینکه یک ستون را در یک عدد خلاف صفر 


با استفاده از این عمليه ها میتوان یک مترکس را به مت رکس مثلثی ویا یک مترکس را به مت رکس واحد تبدیل نمود. 


مثال 1): مترکس ذیل را به مترکس مثلثی تبدیل نماید. 


(37-)+ وھ (27-۔)+ھ 


2 3 1 2 3 1 
لش 1 0-1 ات3 5 ۸<۱2 
1 4 3 1 4 3 


I F2 1 3 2‏ , تی 3 5 ۱ 
1 1 0و 1 1 1|0 1 ابقت | 1- 0-1 
0 0 0 1 1 ۵ هت( 3 یت( 


و این عبارت از مت رکس مثلثی است. طوریکه عملیه های مقدماتی دارای چنین انحام داده شده است 


در مرحله اول به سطر دوم منفی دو چند سطر اول جمع شده است 
٭ در مرحله دوم به سطر سوم منفی سه چند سطر اول جمع شده است 
© درمرحله سوم سطر دوم به منفی بک ضرب شده است 


و ے 
۵ در مرحله چهارم سطر سوم E‏ شده است 


٭ در مرحله پنجم سطر دوم به 1- ضرب و یا سطر سوم جمع شده است. 


بسح حت وق 


ریاخضی هنک یازدهم 2 


:(ii 
1 2-3 1 2 -2 
RR 0-1 4 R2+(2R,) >| 0 
3 1 0 0-5-5 
1 1 2-2 
_ 8۴2 5ے 0 و عق | و 0 اء‎ 6 
0 - 0 0 2 
12 1 2 -2 
9 احق ی اف‎ 1 ۵ 
0 0 1 0 01 
1 0 0 
1 +)-218( 




















0 1 0 اج تست 


0 0 1 


دیده شده که مترکس آخری یک مترکس است که درهر سطر حدود ,4 (1,2,3= 1) عدد یک قرار دارد ولی دانیم که 


این یک مترکس واحد است. عملیه های مقدماتی در آن طور ذیل انجام داده شده است. 


٭ در مرحله اول به سطر اول و دوم تعویض شده است. 

٩‏ در مرحله دوم به سطر دوم منفی شده چند سطر اول علاوه شده است. 
٭ در مرحله سوم به سطر سوم منفی شده چند سطر اول علاوه شده است. 
۵ در مرحله چهارم سطر سوم به منفی یک ضرب و با سطر دوم جمع شده است. 
٩‏ در مرحله پنجم سطر سوم و سطر دوم تعویض شده است. 

3 در مرحله ششم سطر سوم به ج ضرب شده است. 

٭ در مرحله هفتم سطر سوم به 76 ضرب و به سطر دوم علاوه شده است. 
٭ در مرحله هشتم سطر دوم به ٠‏ ضرب شده است. 

٩‏ در مرحله نهم سطر سوم به 2 ضرب و به سطر اول جمع شده است. 

٩‏ در مرحله دهم سطر دوم به 72 ضرب و به سطر اول جمع شده است. 


نوت ]: میتوان دو عملیه را همزمان یعنی در یک وقت انجام داد و این مربوط به تمرین شاگردان است. 
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ں۔۔ ریاضی حنف بازدهم 
11): کوشش شود که در عملیه های مقدماتی در مترکس از عملیه های سطری کار گرفته شود با استفاده از معلومات 
فوق میتوانیم سیستم معادلات خطی را توسط طریقه گاوس حل نمایم. 
طریقه گاوس: 
در این طریقه در مرحله اول مت رکس ضرایب طرف چپ سیستم را با ثوابت طرف راست (مترکس انکشاف یافته) یکجا 
می نویسیم سپس بالای این مترکس عملیه های مقدماتی را انجام داده مترکس مذکور به شکل مترکس مثلثی تبدیل 
می گردد. در حقیقت این مت رکس را معادل (سطری یا ستونی) مت رکس اولی گوید. از روی مترکس مثلثی میتوان سیستم 
مذکور را به آسانی حل نمود. 
مثال ها: 
1): سیستم معادلات خطی دو مجهوله ذیل را به طریقه گاوس حل نمائید. 


5 < 2 + زر 
x+3y =7‏ 


2:5 1 
3:7 1 
خالا عملیه های مقدماتی را بالای آن تطبیق می نمایم 


1 : 5 23 1 01 
1 7 012 0 1 2 


این مترکس یک مترکس مثلثی است و از روی آن میتوان × و ۷ را به آسانی بدست آورد. در سطر دوم عدد 1 در 


حقیقت ضریب 7 بوده و 2 در حقیقت ثابت طرف راست سیستم است یعنی 


2= .1+ .0 
واز اینجا 2 - ر 


در سطر دوم 1 در حقیقت ضریب × بوده و 1 طرف راست ثابت طرف راست سیستم میباشد یعنی 
1= .0 + 1.۲ 

و از اینجا << 

پس حل سیستم فوق (1,2) = (1,) میباشد 


ا): سیستم معادلات خطی دو مجهوله را به طریقه گاوس حل نمائید 


٩‏ زكي۳1٩7ب‏ م 239ل 


ریاضی صنف بازده مر 


x + 2 = -3‏ 
4 < ر 2x-‏ 
مانند مثال اول اقدام نموده داریم 
1 : 
3- 2 1 لی ۳ 1ل RR)‏ 0 1 
2- 1 0 10 5- 0 4 :2-1 
1.x + 0 =1‏ 0 1 
ا Rx 2R),‏ 
0.x +1y = -2‏ 1-2 0 
Xx =1‏ 
ج 
2-= پر 


خالا رااوفانہ از هه گارس حسم معاد لات خطی نید مرك را عل س تما 


11 3- 2 1 6-:1 2-2 
و | ہے 8 و 2 اھت 1 و 
و و9 9ے و :وہ 


1 2 1-6 1 2 -3 11 1 2 -3 11 
Ro 

4 1-1 0و 28- 7 0-7 اما ت 11 7 1-7 

77 7 0 -8 -7 -1 0 -8 7 -31 


1 2 -3 11 XxX + 2 - 327 =11 
1 -1 4 | 1-2 < 4 ج‎ 72 < -1 
0 0 -1 +1 - 2 < 1 


4 < 1+( < 2 - رز 
3 ۳ | 5 








2 - ر3‎ + 2 2-6 
2x -3.3-1=-6 
26 -9-1=-6 
2x - -6 +10 - 4 
X=2 








6- - 2+ ر3- +20 
مثال ها: ۶) 11= 2-32 + x‏ 
2= 2-22 - ر3 
مت رکس انکشاف یافته آنرا تشکیل نموده عملیه های مقدماتی را بالای آن تطبیق می نماید. 


سس 240 لس 























ں۔' "75۳ هنک بازدهم 








1 3- 2 1 ر 111 3- 2 1 1-6 2 1 
4 ا یا وود سے چاو فا چ ي 
1- 7 0-8 31- 7- 8- 0 2 32-27 
x + 2y - 32 =1‏ 11 3- 2 1 
71ج 4حوہر دا4 1 1 0وت 
1 < و - 1+ 0-1 0 
4 < 1+ < ۱-2 
3= راج 
6- سج + 21-3 
6--1- 2-33 
2x -9-1=-6‏ 
2x =-6+10=4‏ 
X=2‏ 








2x, + 4x, + 6X, 8 
4x, + 5x, + 6 = 4 
2x, + 7x, +122» = 0 


مت رکس انکشاف یافته عبارت است از 


و 3 2 1 9 3 2 ٥1٥‏ , 6:18 4 2 
4 6 5 4 وق 2 6 5 4 ات24 :6 5 4 
22 6 3 0 40 12 7 2 40 :12 7 2 

9= ر3 + XxX, + 2x‏ 9 3 2 1 9 3 2 1 
2= 6 - ر×3- ج | 12- 6- 3- 0إ 12- 6- 3- 0( 

0 3 6 22 0 0 0 10 0.x, + 0.x, + 0.7 =0 


در معادله سوم سیستم داده شده دیده میشود که 


0-0 


است و این امکان ندارد بنابرین میتوان گفت که سیستم معادلات خطی داده شده حل ندارد. 


1ل 

















تمرین: 
سیستم معادلات خطی ذیل را توسط طریقه گاوس حل نماید. 


3x+ 7y =1 0‏ 2( 1= 2 + رز + مر 
2x-3y =7‏ 2 < 2 - رز پل 

2 +  - 22 =1 

x+y-az=0 (4 2x-3y=0 ص[(‎ 
ax + 2y - 2 =0 37 + 2 =5 

2x + ay + 22 =0 
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جات هنک بازدشم 
لکچر دوازدھم 


حاحل خرب سکالری و حاحل خرب وکتوری 


دو وکتور 
فرض می نمایم که ,لاو رل دور کتور در مستوی و یا فضا باشند طوریکه هر دوی ان خلاف صفر اند. حاصل ضرب 
سکالری این دو وکتور که به شکل ,0 ,0 نشان می دهند عبارت است از: 
٭ ۱ ۲ .تا = UU,‏ 
طوریکه 0 زاویه بین وکتور های 7 0 بوده و ضمناً فرض می نمایم که > 0 > 0 باشد حاصل ضرب سکالری 
دو وکتور را در نظر گرفته داریم: 
.Cosd‏ 1 0 ح77 


کون 0= ات ن 1= 1.1.0050 - ii‏ 
همچنان اگر و را در نظر بگریم داریم ij =i jl Cosa‏ 
چون در این حالت ۵ - ٥‏ است پس 5 )رن = 7 
110-0 - 
F-0 7 ۳‏ 700 


به همین قسم در حاصل ضرب سکالری دو وکتور خاصیت تبادلوی را صدق می نماید یعنی 
راونا > UU,‏ 

هر گاه ,ا و رل هر در خلاف صفر بوده و 0= و],/] باشد در اینصورت گویند که رلا., 0 هم عمود اند به همین 
زره + U, = ai‏ 

قسم اک وکتور 777ا قسم ذیل افاده شده بافند 
U, = ۸1+,‏ 


UU, = (ai + j1)(Bi+ Ba. j): = a. Bii + a. Bij + a. Bı. + مه‎ 


بت ح روق 


ریاضی صنف بازده مر 
nfs‏ + ,۵ مه = وا 
و ازایجا نظر به روابط 7 حاصل ضرب سکالری خاصیت توزیعی را صدق می نماید اگر ,لا ل.ل سه وکتور باشد: 
س EU,‏ ولا 7( UE‏ 
مثال ) هر گاه اه + زره ai+‏ = رل و + U, =b j +b, j‏ 
U,.U, = ab, + a,b, + ab,‏ 
مثال غ) هر گاه 5۸ + 02۶-4 و 3-416 ,ل = رل باشد ثبوت نمائید که 0= رآ ,]ا است. 
U,.U, = (2, -4g +5 )(4,-3g -4( =‏ 
> (4-).5 +(3-).(4-) +1.4= 
20<0- 8+12 < 
111) قیمت را طوری پیدا نمائید که وکتور های 
adj + a5k‏ + 0-2 
U, =3i+ j+ ak‏ 
به یک عمود باشند 
U, =(2i+ aj +5R)(3i+ j + ak) =‏ با 
(1- = ج) >< 0= 6+ 64= 50 + +6 - 
مثال 2 نشان دهید که وکتور های + 7 =2 , 5 - 37ے 1, 4-4 - 3 اضلاع یک ماع قایم الزاوبه 
اند. 
حل) فرض می نایم که وکتور ۸ + 2۱ ل ضلع 48 مثلٹ و و [1-3> رل ضلع ۷ظ مثلٹ 
مذکور باشد این دو ضلع را در نظر می گریم 0= 3-5 +2 =(5- 1-3)(£ + j‏ - 21 )= 8€ 48۰ 


بنابراین این دو ضلع مثلث بریکدیگر عمود اند. حالا این دو ضلع را به شکل وکتوری با هم جمع نموده می بینیم که 
وکتور سوم را می دهد یا چطور. 


4B + BC )2- j +F)+ (i-3 -5F)=3i-4j-4R = 6 


۔-۔۔_-“>-_“_۔_>“-_-_-۰-ے ے ‏ ل6 ,2 





























.-< ریاضی حنف یازدھے 
حاصل ضرب وکتوری دو وکتور 
تعریف: فرض نمایم که ,لا و رل دو وکتور خلاف صفر بوده حاصل ضرب وکتوری ,0 و لارا که به شکل 
7,۰7 نشان می دهند عبارت است از: 
(27 + 27+ 2)1 +( 3£- 4+ 1+ 5)21 = ,ل = (5-, 6) = لا طوریکه تا وی بت وگو 


ھان ,و رل نوفه و 70 02 وا در نظر می گیرند و ۷ غبارت از واحد وکتوری است که عمود به موی 
می باشد که توسط وکتور های ,ل و رل تشکیل گردیده اند حاصل ضرب وکتوری به واسطه قاعده دست راست نشان 


داده می شود. 
قبل از اینکه حاصل ضرب وکتوری دو وکتور را توضیحات بیشتر دهیم در مرحله اول تر کیب خطی را معرفی می نمایم. 


تغرف فرش می عام که | و ا سک و کورهای ره سین مکالرم ا بافلد دریتضورت 
4X,‏ + ... + ر + ,× را بنام ترکیب خطی وکتور های ,×...ر×.× یاد می کند. 


ال شاه ور ی تاو 2 077+27 کرای واک مد رات ارکب خط آنا تست گر 
طوریکه 5= ہس 9 2 = ر باشد. 


U -)6 ,-5(- aU, -5)2 +1+4-36[+2)1+ 2+ 27(‏ 
= ]+4 +2 +]/15- 5+ 10 - 
60- 121+97 
درینصورت گویند که وکتور 0 به قسم ترکیب خطی وکتور های ,لاو رل ارایه شده است. 


مثالاهرگاه (2,3) = ,ا و (5,1) = و/ا دو وکتور باشند وکتور (6,3) = 0ا را به قسم ترکیب خطی ,لا و لا 
ارايه نمایند. 


(5,۱) یہ +(2۰3)به =)5-,6(= U‏ 


۱ 
(وه + 30, یه + ,20( = (5 - « 6)( وه , ره5) +[ ,20,30 ) = 


2 
as 


6= ہیں/ 5+ ,20 
6 = 50 + ,20 وڪ 


5— = ره + 30 


سس 5ل 

















ریاضی هنک یازدھشےم اکس 


ن-.- 0 ج 31 < /130- 


28 31 
2-51 +2,3)----<(5-,6 
(ری 2 روم 32 - (6-5) 
استقلال خطی و ارتباط خطی 
هر گاه رک و و ولاو 1لا ست وکتورها بوده و پر و۰٩‏ و دم و 6 سکالر ها باشند درینصورت اگر 
0 = , = ...+ رهره + رق باشد از اینجا نتیحه میشود که 0 = ,۵ < ... = ر = ,0 است. گویند که وکتور های 








داده شده خطاً مستقل (استقلال خطی) اند مثلاً اگر ))1,0,0(,)٥,1,0(,)٥,0,1((‏ = ا ست فرعی "18 در این 
صورت ترکیب خطی آنرا تشکیل مساوی به صفر است. 
(0,0,0) 2 (0,0,1) 0 +(0,1,0) 0 +(1,0,0) 08 
و از اینجا داریم (0,0,0) > )0,0,4( +(0,0,:0) +(0,0,0) 
و یا (0,0,0) > ( 0:0۱ 0۰) در نتیحه 
0= به 0۸ = ره 0۸ = adı‏ 
بنابر این ست وکتور های در ده شده خط مستقل است. 
واگر 0 = ,۰۰۰0/,۲ بد ره + × رم بوده و اقلا یکی از ۵ (0 ٭ 0۰۰۰۷0۱ 3 خلاف صفر باشد در 
اینصورت گویند که ست وکتور های اہ تی× مربوط (ارتباط خطی) اند. 
طور مثال) ست وکتور های (1,2,0) = ,۵ خطاً (0,3,1) ره و (2,3,1) و٥‏ را درنظر میگریم باز هم ترکیب خطی 
انها را تشکیل و مساوی به صفر قرار می دهیم 
)0,0,0( = (2,3,1) وہ + (0,3,1) وہ + )1,2,0( a,‏ 
)0,0,0( = [ وه وی 3,و26) + ( و ,و 0,3) + (260 یره ) 


(a, + 20,20 + 30 + 30, و‎ + 2) = )0,0,0( 


ad, = 206‏ 0= 20 + ہیں 
0 = 0 ج 0 = 30 + 30+ ,20 
00 + 0 


حالا به ڕ» قیمت مختلف داده برای ,۵,ره قمیت های مختلف را می یابیم. 


م20 














EES.‏ هنک بازدهم 


AQ, =0‏ 0= ہم << 0< ہم 
1= ۸0 1= ہیں << 1< ہیں 


1> رم 1-<,۵ 1-< ہیں 
بنابرین ترکیب های خطی ذیل را بدست مر گیریم. 
(0,0,0( = (0.(2,3,1 +(0)0,3,1 +(0.)1,2:0 
)0,0,0( = (1()2,3,1-) +)1)(0,3,1+( +)1(1,2,0 
)0,0,0( = ))2,3,1(-1+ (1()0,3,1-) + )1(1,2,0-( 
بنابرین ست وکتورهای داده شده خطاً مربوط اند. 
تمرین) نشان دهید که 
U xU, = -U xU (i‏ 
U, xU, = 0‏ 
)نالا + (U, + Us) = Ux U,‏ دنا 


Ux (KU, ) = (KU, xU» = k (Ux U; (iii 
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ریاضی هنک یازدهم 2 
لکچر سیزدهم 
وکنورها Vectors‏ 


طرف نقطه 8 موجه باشد درینصورت انرا به شکل 48 نشان می دهند نقطه ۵ را مبدا و طول 8 را مقدار وکتور 


B 
a 
۴ 


نشان می دهند. اگر مبدأً وکتور ٩‏ در مبدا سیستم مختصات 


d 








قایم قرار داشته باشد بنام شعاع ویکتور * یاد می شود. 


وکتورهای مساوی: دو وکتور 2 و 0 مساوی اند هر گاه طول شان مساوی بوده |ام - 6 و جهت های شان عین 


وکتور صفری: هر گاه طول وکتور 2 مساوی به صفر باشد انرا ویکتور صفری می گویند یعنی 0 = 4 


وکتورهای متضاد: دو وکتور 3 و 0 متضاد همدیگر گویند هر گاه طول شان از نظر قیمت مطلقه مساوی و جهت 
دای ملق کک راد 
قرار شکل 4 =04 و و-۔ ‏ - 08 A‏ 


ارائه یک وکتور در سیستم مختصات قایم: یک وکتور در سیستم مختصات قایم بصورت افقی به شکل (,»,,») = »و 
0 بت 
ات داده می شود که درینجا ×4 فاصله وکتور 4 بروی محور × و 27 ترتیب 


بصورت عمودی به شکل 
. 
وکتور 4 بروی محور ل می باشد. 


3 = ۱۸ 2 
مثال: در سیستم مختصات قایم وکتور ا 9 | ]=8 راشان دید ۰ 





خحخےصص - سے ودش 





رھت هنک بازدهم 


مسافه بین دو نقطه: هر گاه ((ید) 5 و (ون,ید) ر5 دو نقطه باشند میخواهيم مسافه بین این دو نقطه را بدست 
آریم. 
برای این هدف از هندسه تحلیلی می دانیم که اگر مسافه بین ۲1 و ۴2 را به ۵ نشان دهم فورمول برای دریافت 0 
عبارت است از: 

d = |)» -( +) =‏ 
و اگر بصورت وکتوری ارائه نمایم چنین خواهد شد: 


ad = (a,,d,) = (X2 - ول ورد‎ - Y1) 






, P2)x2y2( 


[yy 
Pı(xuy1) ا‎ 





i X2-X1 


از شکل به اسانی دیده می شود که: 


2 2| ام 
۷> ام 


"رز (()+ رجہ = 


و نقطةّ تنصیف آن عبارت است از: 
,گت دہر-ہں۔ ۸۷ 


| RE |= Ja; +b; = (3-2) +)6-4( 
12 +22 = 1+4 = کہ‎ 


و نقطة تنصیف آن عبارت است از: 





_ ک٢‎ YJ FY 
(<۲) کر کے‎ ) 
3+2 4+6 5 10 


تج ےج ہے a‏ )= 


M - برکن)‎ Yn, 


ہ۔....حےو.و ‏ س 29ج 

















ریاخضی هنک یازدھےم 2 


جمع وکتور ها: فرض می نمایم که (۷1 ,)12 و (۷2 ,12=)×2 با شند جمع این وکتور ها را این طور تعریف 
می دارند. 

1 ( دنز +۷۱ U1+u2=(x1, Y1)+ (X2, ۷2(< (X1+ X2,‏ 
و ضرب یک و کتور را در یک سکالر چنین تعریف می دارند. 
فرض می نمایم که (17 ,)لا یک وکتور در مستوی بوده و 61 ٢‏ باشد درینصورت: 

QC Y)....... II‏ 6 /0) < (نز ,)0 < ایم 

از روابط 1 و آ1 نتیجه می گیریم» ست تمام وکتورها در مستوی که خاصیت 1 و ]1 را صدق نماید بنام فضای مستوی یا 
فضای ”8 نامیدہ می شود. باید متذکر شد که اگر وکتورها به شکل ستونی ارائه شود هم عین خاصیت را صدق می 
نماید بنا برین فضای 8 را چنین می نویسیم: 




















17۹2 =Rx R ={(,y)/x,y € 3 


127 =Rx = (nse 
3 


هر گاه (1,0) =1 و (0,1) = ز باشد این دو وکتور در حقیقت واحد وکتورهای اند که اولی روی محور × و دوهم روی 
محور ل قرار دارند پس برای هر وکتور اختیاری (۷,×) = لامیتوان نوشت: 
u = (x,y) = (x, 0( + )0,۷( = 01, 0( + 7۵۵, 1(‏ 
xi + 37‏ = 
وکتور واحد عبار از وکتور های اند که طول آن یک واحد طول باشد. اگر واحد وکتور را به ء نشانی دھیم برای 
(0 ,1) =1 داریم: 























لے 
سم 


|= e + = 1 +0 = 1 =1 

و برای (62<)0,1 خواهیم داشت: 
1= اه = 1+ 0 = + عل = | 
مثال ([) وکتور های (1=)3,5لاو (2,1-)=2لاداده شده اند محاسبه نمائد: 


1- حاصل جمعه وکتور های 111 و ۱12 
2- 201+302 

3- 1لا-1لا 

4- طول وکتور 1لاو 12ا را بدست اورید: 


250ل _ِ 









































ں-“' ریساضی حنف یازدھے 








حل: 
1( (1,6) <(1+ 2,5 -3) < (2,1-) +(3,5) = ره + u,‏ 
2u, + 3u, = 2)3,5(+3)-2,1( = )6,10( + )-6,3( = 2‏ 
(6(,10+3-( +6( = 
3( (0,0) = (3-3,5-5) = (5 ,3) - (3,5) = 1= 14 
4( 4 = 25 +9 = 5+ 3ل = |(5, |= | 
5ل = 4+1 = 12+ 2(7 = |(2,۱-) =| 





(ii‏ لاو 1 جز )- ام را در نظر گرفته انرا به شکل 7 + بر در آورید. 


u, + u, = (3,5) + (-2,1) = [(3,0) + )0,5( [+ [(-2,0) + (0,1)[ = 
= ]30,0( + 5)0,1( [+ [-2(1,0) +(0,1) [= 
= )3+1-2( + )1,0( + )5,1( + )0,1( = 
= 1(1,0( + 6)0,1( فد‎ + 6. 


خواص وکتور ها در ۳ 
1)جمع وکتور ها در 7 تحاد است یعنی اگر (,,) = لاو ( ول ور26) = ولا و (ولووتت) = ولا باشند پس: 


Uu, + (U, + 90 ( = (U, +U,)+ U, 


به این ترتیب: 


u, + (u, + (ولا‎ = (x, Y,) + [(*2, و‎ (+ (4, (| < 
= (+ YJ) + +X) + (Y2 + 7Y) = 
=x + (x + ریز و( ید‎ + (V» + ریز‎ (( = 
OER FAV E 9 0 
(u, + (ولا‎ + u, = [(%,, (+ (x2, 2)] + (3,7) = 
= (x, + (ویز ریتد) + [ ریز + ورد‎ = 
= ((% + ود‎ ( + xg, و +( ول + رن‎ ( = 
0ت ک‎ ER ES FEV sass 1] 


...سس حص ٹس سس 


ریاضی هنک یازدهم 2 


U, + (U, + ولا + ( 142 + ) = (ولا‎ 








2) عملیه جمع در 02 تبادلوی است. هر گاه (ہٰبرید) = 1 و (ونزررت) = را باشد درینصورت ,9+ 1= وا + ,ا1 
است زیرا: 
(درط+ وود (x‏ = (منزمہت)+0 نز مد)“ رد u,‏ 
+X, J +7) =‏ رو U, +U, = (X>, J2‏ 
Y>)‏ + ریز ,+ (x‏ = 
3) ضرب سکالر در جمع وکتوری خاصیت توزیعی را صدق می نماید به این ترتیب: 
= ( ویر + رن و ود + tu) = (XY) + (5Y2) = C(x‏ )یه 
٭ (وہ و۵0 ,)4(2( = 
AX, CY, Y2)‏ + ودی0) = 
(aX, CY) + (CX, Y»)‏ = 
(X252)‏ +( ,)0 = 
QU, + QU,‏ = 
4) ضرب وکتور در حاصل جمع سکالرها نیز خاصیت توزیعی را صدق می نماید. 
(a + 8)u = (a + B)(x, y) = ((a + B)x, (+ 8)»)‏ 
(ax+ Bx, ay+By)= (ax, ay)+ (Bx, By)‏ = 
زیر a(x, y)+ B(x,‏ = 
مثال ها 


1) دو وکتور (2 ,1) <11 و (4 ,3-)=12 را در نظر گرفته خاصیت تبادلوی جمع را بالای آن تطبیق نماید: 
حل: 


u, + و9‎ = (-3, 4( + (1, 2( = )-3 +1, 4+ 2( = )-2, 6( 
u, +۷ = (1, 2( + )-3, 4( = 1-3, 2+ 4( = )-2, 6( 


ا دو وکتور جز )و وکتور(5,2) یہ را در نظر گرفته خاصیت اتحادی را بالای آن تطبیق نمائد: 


u, + (u + وا‎ ( = (1, 2( + ))-3, 4(+ (=5, 2(( = 
= 0, 2(+ )3+ )-5(, 4+2(< 
= (1, 2(+ )-8,6(< 1-8, 2+6( =7, 8( 


(u, tu) + ولا‎ = ((1, 2(+ )-3, 4((+ )-5, 2( < 1-3, 2+-4( +), 2( > 


= )-2, 6(+ )-5, 2( = )-2 + )-5(, 6+ 2( = 
= )-7, 8( 


252ل 











ں-' ریساضی حنف یازدھے 


ذذ) دو وکتور جز 1) و 1/2= » را در نظر گرفته خاصیت توزیعی را بالای آن تطبیق نماید: 
((2+4 ,(3-) +1) -|(ھ4 ,3-( + )2 ,1([ = a.(u, +u,)‏ 
(3 ,1-) = (6 ,2-)2+4((=1/2 ,(3-) +1/2)1= 
au, + au, =1/2 (1, 2) +1/2 (-3, 4) = (1/2 +1)+-3/1, 2) =‏ 
(3 ,1-) = (2 +1 ,((3/1-) +1/2) = 
۷ 1/5= » و 4= 2 و وکتور جز أُ) را در نظر گرفته خاصیت توزیعی را بالای آن تطبیق نماید: 
4ریم = )2 ,5-). 216 = (2 ,5-()4+ 1/5( = (a + Bu‏ 
au + Bu = J4 (5, 2(+ 4(5, 2) = (=1, (+ )-20, 8( =‏ 
2 2ھ = 2+8 (20-)+1-) = 
تمرین 
1) مسافه بین دو نقطه (3,4) و (7 ,2) را دریافت نمائد؟ 
از لہ رسطی این خر نظ را سی اد 
َ) طول وکتور (4 ,3) = تا را محاسبه نماید؟ 


۳) جمع وکتورهای (3,4) = لاو (2,7) = ۷ را به شکل ر + بنویسید؟ 


53ل 


ریاضی حنف بازدضم گے 
لکجر چهار دهم 


وکنورها در کضاء 


درینجا وقتیکه ما نام از فضا می بریم هدف ما فضای است که دران زندگی می نمایم قبلا خوانده ایم که خط موجه 
نمایش فضای یک بعدی را می دهد یعنی هر نقطه ان یک عدد را ارائه می دارد و این درحقیقت محور اعداد یعنی ۸ 
را نشان می دهد اما مستوی فضا است که دو بعد دارد طوریکه هر نقطه آن به دو عدد تقابل می نماید یکی روی محور 
فاصله و دیگری روی محور ترتیب. 
بدین ترتیب فضای مورد بحث ما سه بعد را ارائه می دارد یکی فاصله (10(6501166)ء دیگری ترتیب 
)or dinate (‏ و سوم 4000606 می باشد پس 8 مجموعه تمام وکتورهای است که فضای 8 را بوجود 
میاورد. 

1۲3 - 1۳ «۷ 1۳ ×> [۲ = (OSES ER} 
یعنی هر وکتور آن دارای سه مرکبه است که مرکبه اول مربوط به محور × (جهت این محور به طرف بیننده بوده)‎ 
مرکبه دوم مربوط به محور ز (به طرف راست بیننده جهت دارد) و مرکبه سوم مربوط به محور 2 (به طرف ساحه دید‎ 
بینندہ جهت دارد) به این ترتیب این سه محور سیستم مختصات قایم را درفضا بوجود می اورد. این محور ها عموداً‎ 
دریک نقطه متلاقی اند که نقطه تقاطع آن مبدا سیستم مختصات قایم در فضا می باشد.‎ 
انتخاب یک نقطه در سیستم مختصات قایم در فضا:‎ 
می دانیم که از تشکیل سیستم مختصات قایم در فضا سه مستوی بوجود می آید مستوی ۷د ء مستوی 2 و مستوی‎ 
است. بنابرین در سیستم مختصات قایم تعین یک نقطه طورذیل صورت می گیرد.‎ 2 
اول موقعیت نقطه را در مستوی ند تعین, بعداً در مستوی ود به اندازه 2 داده شده یک عمود را رسم می نمایم,‎ 
انجام 2 در حقیقت موقعیت نقطه داده شده در سیستم مختصات قایم در فضا می باشد.‎ 
طوریکه در 87 گفته شده درسیستم مختصات قایم در فضا یعنی 8 مانند “8 جمع دو وکتور و ضرب یک وکتور در‎ 
سکالر صورت می گیرد به این ترتیب اگر( 2 7<( < ,۷ و (وڈوولز,ید) = وتا و ۶ء 0 باشد پس‎ 

U, ۳ 2 ار و‎ > 
ERE E) 
E امم ات‎ 


ھی با 


مثالآ. هرگاه (3,1-,2) = ,»ا و (3,4,2-) = هه باشد پس 


_سم....- سس نٹ سر ٹس 254 





u = )2,-3,1( + )-3,4,2( = (2+ )-3(,)-3(+ 41+ 2( 2‏ + هه 
(1,1,3-) = 


ان کا 3-ه باشد. 


اد 7+ 2= 2 
1 ,20 - ,31 را بدست می اوریم 
= (3,4,2-)2- (3,1-,3)2 = و2 - 30 
= (8,4+,6-)- (9,3-,6) = 
= (4-,8-,6) + (9,3-,6) = 
([-,17-,12) = 


۷0. موقعیت نقطه (3,5,4) را درسیستم مختصات قایم نشان دهید. 





بااداشیتة در حالے مق ہودن یکی از مر که ها بايد طرف مش مات مساق در نظر کرت شود 


2 3 ۰ ۳ ۰ رت 5 71 7 سڈ 
مشابه به "18 در "5 نیز وکتور های واحد در نظر گرفته می شود که اگر 6 , ر٤‏ و وه وکتورهای واحد به ترتیب 
روی محورات × , ۲ و 2 باشد درینصورت چنین خواهد شد. 


نے 


= (1,0,0), £ = (0,1,0) , = (0,0,1) 


که درین حالت طول هرکنام آن هر وکتور 1 = |۸| = || = | می باشد. 


ووو 


ریباضی حنف باز دهم مر 
میتوان هر و کتور اختیاری 1۳۰ را به شکل حاصل جمع وکتور های فوق ارائه نمود. فرض می نمسایم که 
(2 ,نر ,د) = ا باشد درینصورت میتوان نوشت 
)x,0,0( + )0,,۵ (+ )0,0,2( >‏ = (2 ,نز ,د) = u‏ 
= (2)0,01 + (0,1,0)بز + (1,0,0) = 

= xi+ yg + zk 
مسافه بین دو نقطه در فضا:‎ 
OB, 9 OB او دای دو نقطه در سیستم مختصات قایم در فضا یودہ و‎ 9 P= (x1, 1521) فرض می نمایم که‎ 
شعاع وکتورهای این نقاط باشند درینصورت از جمع وکتورها میتوان نوشت.‎ 


OP + PP, = OP, 


RP, = OP, - OF 
است پس‎ OP وہدے‎ 07 = x, چون‎ 


2 22و 7 ول( و2۲ PP, = (x,‏ 


است پس برای دریافت مسافه بین نقاط 9P‏ ۲ داریم. 


2 - یع) +"( - پر)+ ند - بل |22 


هرگاه نقطه 7 روی مبدا قرار داشته باشد درینصورت (0,0,0) > لئ P‏ شده» داریم 


تست سس سن حتف 250 تسد 














E.‏ حنف بازدشم 


2 + ”ر + کل س | رہ 
مثال 1) : هرگاه (6 ,4 ,3-) = @ باشد درینصورت طول شعاع ویکتور آنرا دریافت نمایید 
y2 + 22 = (3(2 + 42 + 62 = N9 + 16 + 36 = ۰/25 + 36 =‏ + 2 = |ه| 
۷61 
) هرگاه 27 + 31 + 4 = u‏ 31 + 61 +5۲ = ولو 4۲ +51 +61 = وا باشد درینصورت 
|3 - 12 - 11| و 2۷2 + ولا را محاسبه نمایید 
3K) =‏ +6 + 2(5 +3۲ +4 = و2 + u‏ 
2k + 101 + 127 + 6k =‏ + ]3 + 4 = 
8k‏ + [15 + 147 = 
41 - [5 - 167 - (316 + 67 + 5) - 27 + 37 + تھا = |وu‏ - یں - ولا 
3K - 6Î + 5 + ۱‏ - 67 - 27-51 +37 + 41| = 
= |31 +2 + 7| = 
= 9+4+9( = 32 +4 72+22 = 
2 = 
زوایا و کوساین های جهت یک ویکتور 
فرض می نماییم که ۲ شعاع ویکتور نقطه ‏ بوده و به ترتیب با محور ‏ زاوبه ۵ با محور 2 زاویه 8 و با محور 7 
زاویه 7 را میسازد به این ترتیب داریم 
OP =r‏ 
=r‏ 0۸ 
=r,‏ 08 
=r,‏ 002 ۷ 


میتوان کوساین های جهت شعاع ویکتور ۲ را طور ذیل بنویسیم 





2 

0 2 پر 3~ = 0 005 x‏ 
لے 

"00/ = ~3 y سح‎ ۶۵ 


27 
COST = جج‎ 7 = TCOST 


ات > و 


ریاضی حنف بازدضم گے 


اگر اطراف روابط بالا را مربع سازیم چنین خواهد: 
x2 = rcosa‏ 
ریو a‏ 
برھیووھیو ہے 2 
روابط اخیر را طرف به طرف جمع نموده داریم: 
x2 + y2 + z7 = r cosa +r*cos8 + rcos2r‏ 
r7(cosa + 2052] + cosr)‏ = 


و بنابرین میتوان نوشت 


2 2 2 x2 y2 72 
cos“a 05 ۲ + وو‎ = =+ 4~ 
r r r 
__ ×7 +y7 +272 
ہے‎ 


چون 2 = 2 + 2ر + ات س دارم 


2 
r 
cosa + cos8 + 6052۲ = 3 =1 


و این یک رابطه اساسی کوساین های جهت یک ویکتور در فضای سه بعدی است. البته ۰0 ۰7 6 زوایای جهت اند. 
ما ازم ترا بسک آورید که رن سے ھی GE DJ F2E‏ سای ند 3ا رعد غورد 
حل: هرگاه 2۸ + 1(7 + بع) + 0 = ا باشد پس 
lu| = |aî + (a + 1)7 + ۱‏ 
4 + 1+ 2 + ےی + a2 + (a + 1(2 + 22 = Na‏ = 
3 = 5+ 20 + ۰۷202 = 
و از اینجا 
3= 20.19 20*3 
2a? + 20 - 4 =9‏ 
0= 0-2 + 20*۶ 
و < 8 +1 - A=1-4)-2(‏ 
4- _ 1+3-۔ _ے ہے 21*32 _ 


ر سے ےھ = a,‏ ڪ = a‏ 
2 2 2 2 2 1 


تسس تست نت تحت و2 وت اد 





رباص حنف بازدشم 


|| = (2)2 + 02 +1(2 + 22 = 4+9 + 4 = ۰/17 £3 


3 = 9 = 4 +94 + 4( = 22 + 1)2 + 1( +12 = || 
بنابرین برای 1 = 0 طول ویکتور 14 می باشد. 
تمرین 
هرگاه 16 - 2 +2 = ار 21 +27 - 31 = ولا و 3۸ + 7 - 53 = وا باشد درینصورت محاسبه 
نمایید 


U1 + 2U? + U3 (a 
U2 > دلا3‎ (0 
ولا + ولا3|‎ 6 


259ل 





ریاضی صنف دوازدهم 


سامل دروس انتخابی صنف 12 نصاب جدید تعلیمی 
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لکچر اول 
مفاهیم اولی لیمت تابع: تقرب متحول, مفهوم لیمت. تعریف لیمت (مثال های بسیط), لیمت های راست و چپ 
لیمت (موجودیت لیمت)» مثال ها: 


تقرب متحول: گفته میشود که متحول × به عدد معین 4 تقرب میکند» درصورتیکه × حسب د لخواه به 4 
نزدیک شده بتاند. یعنی تفاوت بین 36 و 2 ازهرعدد کوچک 0< 8 کوچکتر گردد. مفهوم فوق طور سمیولیک به 
عبارات معادل ذیل افاده میگردد: 


0ج |و۔ x‏ يا x +a‏ يا limx =a‏ یا -a|<§‏ :0< ۷6 
تقرب متحول از راست ( ٩‏ < ): اگریک ترادف متناقص قیمت های ۲دوجودداشته باشد طوریکه تدریجاً 
حسب دلخواه به 4 نزدیک شوند. چنانجه 

٭وجہ . و 0000+ هم و 0.001 + مه , 0.01+ هم و .0+ 0: ۲ 
تقرب متحول از چپ ( ےج 0 درصورتیکه ترادف متزاید قیمت های ۲ تعین شده بتواند طوریکه تدریجاً 
حسب دلخواه به 4 نزدیک شوند. چنانجه: 

مب .. , 0.0001-۔ی و 0.001 - م۵ و 0.01 - هم و .۵-0 ۲ 
پس تقرب متحول × به عدد 4 معادل است به تقرب از دو سمت (راست و از چپ) یعنی: 

>a (‏ ×, ہج (x‏ جے مج 


مثال 1. متحول درابه عدد 4 تقرب دهید بعبارت دیگرمفهوم4 ج راتوضبح کنید 


حل: 


4ج ... , 4.0001 , 4.001 , 4.01 , 41: XxX‏ 
4 ب مرب 
4ب .. , 3.999 , 3.99 , 3.99 , 3.9: xX‏ 


مفهوم لیمت: هرگاه تابع (۴) در یک انتروال بازکه عدد 4 شامل آنست. تعریف شده باشد (ولوکه در 4 غیرقابل 
تعریف باشد) و باتقرب متحول × به ۰۵  )(‏ حسب دلخواه به عدد ‏ نزدیک شود ء گفته میشود که ليمت تابع 
() ۶ر عبارت از /۱ست. زمانی که × به 4 تقرب می نماید ومینویسند که: 


و جہ دی ۲( ۲) 1 یا 7<( (x‏ /110 


عبارت فوق الذکر رابه بیان های متفاوت توپولوژیکی تعریف وتوضیح مینمایند: 
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ریاخی حنف دوازدهم 

تعریف لیمت: لیمت تابح ( ×) گر مساوی به عدد ااست زمانی که × به 2 تقرب نماید اگر برای هر عدد مثبت ۶ 

یک عدد مثبت 6 وجود داشته باشد طوریکه از نامساوات ع > |7 - (۴) | نامساوات ۵ > - با به دست آید و 
مینویسیم که /= ( ۲) 1117/7. این تعریف به یکی از سه عبارت سمبولیک ذیل افاده می شود: 

۷6 <0 306 >0: 

0> |x -»|> ۵ >f )۲(-> ۵ 


آه رب limf‏ 






0 
7 


L‏ ےا 
کے ےک کے 


لیمت سمت راست: ,1=( ) ونا 

لیمت سمت چپ: ,1< (×) دا 

تابح ( ×) ]وقتیکه ٩‏ <- ×دارای لیمت/ می باشد یعنی [=) limf (x‏ بشرطیکه: 
limf (x)‏ = 1 = (6 11۳ 

بنا برین درصورتیکه لیمت های راست وچپ یک تابع مساوی نباشند تابع دارای لیمت نیست. 


2-9 
XxX -3 





مثال 2: برای =( ٭) کر نشان دھید که 6=) .limf (x‏ 


حل: لیمت های راست وچپ را مطالعه می کنیم: 





ریاضی صنف دوازد ےم 
(x (=6‏ رسلا > 


دیده میشود که ليمت های سمت راست و چپ مساوی اند» یعنی 
a ۰6 = limf (x)‏ | ۱۶ تا اخ 


بنابرین 





مثال 3. عدم موجودیت 2 زا را ثبوت کنید. 


چا 
70-2 


حل: بازهم لیمت های راست وچپ تابع ت = ( «) چ را محاسبه میکنیم: 








کے 


x2 
می بینیم که 1=( ×) چ 1 ۶ (٭) چ نا ات لهذا ( ×) ع 17 وجود ندارد‎ 
مثال#: با استفاده از مفاهیم 8و 6 نشان دھید که 20 = (8+ ×12)4 است.‎ 
حل: برای عدد اختیاری 0 < ۶ قبول کنیم که >| 20 -(8 + 4) |باشد عدد 0 < ۵ راتعین میکنیم‎ 
| (4x +8(- 20 |> > | 4 -12 |> < 4| x -3 |> و‎ < | -3|> + 
لذابرای 2 = 8 داریم که:‎ 
و >|3- 4 > ‡ >|3- | < 8 >|3- عا‎ < |47 -12|> € 


20 (8+ 4۴) سا > ء > [20-(8+ »)| جع > [8-8-12+ |4x‏ > 


:جح 





E.‏ حنف دوازدشم 


لکچر دوم 
خواص ليمت (قوانین لیمت) 
0 60 
توابع بینهایت کوچک» لیمت مجموع. حاصل ضرب و تقسیم توابع» حاصل تفریق و حالات 0 و ۵ در توابع ناطق. 
توابع بینهایت کوچک (بینهایت کوچک ها) 
تابح (۴)ء در 4 < × بینهایت کوچک نامیده میشود هرگاه 0 = ( د)ء جرزز باشد 
1.برای اينکه ط = («)/ مزا باشده لازم وکافیست که (×) [ بحیث مجموع عد د ثابت 0 وتابع بینهایت کوچک 


(5)ئم در ۵ ج × ارایه شده بتوانده یعنی: 


( )6 + ۶0<() [ 
ا سج 10707 ہس ۱ 0 = (ع)ء سنا 





2. اگر ( 8)۸ در ۵ ج × بینهایت کوچکی باشد که صفر نگرددپس Lim y= o‏ 
3. مجموع توابع بینهایت کوچک بازهم یک تابع بینهایت کوچک است. 
4 حاصل ضرب تابع بینهایت کوچک و تابع محدود یک تابع بینهایت کوچک می باشد 
5 راہ( 88 مایت کوک و )له کاس که لیس ان صقر اه فا داتفه ہو تام ا >(م) « یک 
مثال 5: 
7 .تابح 2-9 ×= ( ٤)۲‏ در 3ب × بینهایت کوچک است زیرا که 
5 9 کے ۳ 

lime (x )= مهن‎ 9( -0 

7 . تابع << ()2 در ×٥0‏ بینهایت کوچک می باشد: 


lim ۶ (x )= im لے‎ - 0 
× مب × مب‎ X 


یادداشت: درینجا توابع بینهایت کوچک به خاطر ثبوت خواص لیمت مطرح شده است. 
خواص ليمت 
لیمت تابح ثابت. هرگاه ٤‏ و » دو عدد ثابت باشند» برای تابح ثابت €=( ۲) ۶ واضح است که 6( «) ردنا 


سس _صصضے٥ےوستس ‏ ق یفن سح 


ریاضی صنف دوازدهمم 
لیمت تابح خطی. اگر ء ط و ۶0 7 اعداد ثابت باشند برای تابح خطی + ×= (×) 7 عدد 0 < 6 را در 
نظر می گیریم و 

jf ()-(ma+b)| > ی‎ >|(mx +b)-(ma+b)l<e 

۶ > |ه- اج و > mx -a|‏ ج- ع > |وررر- [mx‏ > 
بنابرین برای هر 0 < 6 عدد ج = 8 و جود دارد طوریکه 

x -|> 5 > | (x )-(ma+b)|<e 
لذا‎ 
limf (x)=ma+b 

در نتیجه میتوانیم بنویسم کە: 


limc =c , lim(mx +b)=ma+b 


قواعد اساسی لیمت: هرگاه ( ») کر نا و (ء) ع صا وجود داشته باشنده پس 
lim [f (x )+ g (x )] = limf (x (+ limg (x )‏ .1 
(r )g (x )]= [limf (x) | [limg (x) |‏ اسنا I.‏ 


limf (x ) 
X 
II. i ) عفد سے‎ , limg (x) # 0 
)و 0ب زر‎ ( lim g (x ( پر‎ 

ثبوت: فرض کنیم ط - () سنا وه( و نز باشد در این صورت توابع بینهایت کوچک ,هو ر6 در 
دی + ر < ( (x‏ و ورع + ,9 < ( ۶) J‏ 
و اکنون داریم که 

(رع +رع) +( f (x)+g(x)= )+ (+ (b2 +82) = (b, +b,‏ .1 
چون ٥‏ + ,6 مجموع توابع بینهایت کوچک. یک تابع بینهایت کوچک است. لذا 

lim {f +(م)‎ g(x)} = b, + رم‎ = lim f(x) + lim g(x) 

2. f ) (۵ )۲(< (PD, و06 + ,€ ۷+ و2 (6 + و(65‎ + E,8» 

دیده میشود که تابح ر E,6‏ + ,رطرع + طرء بینهایت کوچک می باشد پس: 


lim [f ) (۵ (x )] = bb, = سنا‎ (x lim g (x ( 


26ل 








ریاخی حنف دوازدهم 
توق ۳ ےتا 02 اط _ 2+۲۵ _ )76و 
(ی+ وٛط)بط یط بط وع+وط بط g(x) €, +b,‏ 


9 (رع + هار9 5 بجع ہے : 


7ب 60ع 
limg(r)‏ یط g(r)‏ ۲ 
لیمت حاصل ضرب تابع با عدد ثابت. برای تابع ( ×) ۶ و عدد ثابت » با در نظرداشت لیمت حاصل ضرب دو 
تابع داریم. 
(x ) =climf (x)‏ رن | [lime‏ - [(ء) سنا 


لیمت تفاضل توابع. اگر lim g (x) 9 lim f (x)‏ وجود داشته باشند» با استفاده از لیمت مجموع توابع میتوانیم 


بنویسم که 
[(م ج(1-)+(ء) اهنا > [(ج) ع - () اسنا 
[(-Dlim 86([ = lim/ (x )+ lim(-1) |] lim 8)6([‏ +( کرس[ = 
=limf ( )+(-1) limg (x) |= limf (¢ )=lim g(x)‏ 
بنابرین 


4. limlef )([ رصن‎ (x) 
5. [(ع-( ]هن‎ =lim/ (ج)یسنا۔(ء)‎ 
لیمت تابع عینیت. برای عدد ثابت 4 و تابع عینیت ×=( ۴) کر و لیمت تابح خطی مینوان نوشت‎ 


lim/ (x J=limx = lim(1-x +0)=1-aq+0=a 


lim x = 0‏ 
لیمت توابع پولینومی. با در نظر داشت ليمت تابح طاقت میتوانیم بنویسیم که 


limx ” = ۰. ۳ (lim x هن هن‎ ) : .(limx ) = aaa--a =a" 


X 3a‏ 0 ز XxX 3a XxX 3a‏ زر 


حال میتوانیم لیمت هر پولینوم را محاسبه کنیم 


بص+..+ 2 + "مم 0+ ۹۔ح 1 ,++ 7" lim [cox "+e "+e‏ 
ہے ر 


سس سس 7 ` 
/ / 











رباضی حنفک دوازدھ ےہ ےم 


بنابرین برای پولینوم ( ×) ۲ داریم که: 


(x)= P (a)‏ ۶سنا 
لیمت توابع ناطق. هرگاه ( ×) ۲ و( 0 پولینوم های باشنده طوریکه 0 ۶ () 2ء پس 


8 0 0ط 


Q(x) limO(r) O(a) 


بنابرین 
P(x) _P(a)‏ 
O) ۵0(‏ 


لهذا لیمت توابع پولینومی و ناطق با قیمت های این توابع در عدد مربوط مساوی می باشند. 








1M 
7ب رز‎ 


قضیه ساندوویج (ترتیب ليمت ها) 
(1). فرض کنیم () زو ( ) ع توابعی باشند طوریکه ()ع >( با موجودیت ليمت ها داریم که 
( ×) و ہنا > ( ) 7[ ستاء بعنی 

limf (x ( slim g (x (‏ <( ) و () J‏ 
(2). هرگاه توابع  )×(‏ (۴) ع و ( )۸ برای هر 2 ازیک انتروال بازکه عدد 4 رادر برد ارد( ولوبرای 4 ۶ × )» 
شرط ( ×) ۸ > () ع >  )(‏ راصدق کند در صورتیکه  )(‏ صا = 1= (ع)ر سنا باشده پس 27( ۲)ع صاا 
است» یعنی 


(/>()2 ک(۴) ر7 


lim/ )۴( =1 زر‎ s01 








مثال. توابع تج = () ۶ و منت = ( ) ع را در نظر میگیریم واضح است که ( )ع >() /برای 1< × و اما 
4 -_ .- 
ہے کا e‏ ڑا 
5x +6 XxX 00 SF 5‏ موج Xx‏ مج ر 
4 
— +15 
سا incl gg‏ 
5 0 موجہ x‏ 6 - ×5 مج+ مجر 


دیده میشود که ( )£ > ( ×) 7بوده ولی ( ٭) چ سنا = ( ٭) ۶ صنا است. 


مثال. اگر ( ×) 4 تابعی دارای خاصیت کے +1 > ( ) u‏ > د - [باشد» ( ) بر ورززرا معین کنید. 
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ایاضی حنف دوازدهم 
حل.واضح دیده می شود که 
lim(l + = (‏ ڪا س زره - lim(1‏ 
بنابر قضیه فوق 1 = ( «) ,سنا است. 
حالات مبهم لیمت توابع ناطق 


اول حالت ۶ا اگر حین محاسبة ٠‏ 7 بج lim‏ توابع صورت و مخرج برای 0 < × همزمان صفر شوند یعنی 


(4) ع = 0 =(4) درینصورت لیمت . حالت" را اختیار می نماید و صورت و مخرج دارای فکتور مشترک 
0- ۶ می باشد که بعضاً ممکن است مضاعف و یا چند دفعه ای باشد» با اختصار این فکتور ابهام رفع شده و لیمت 








محاسبه می گردد. 
aC e‏ و با 
43× ز =lim‏ 3 × 3 
مثال ها صر 14 


2 0 
LS RL LEL ETT 
مر‎ Xx +2 و‎ Xx +2 ر‎ 


x” -6x +8°. )x -2()x -4( 


2. و[ دا[‎ - 1199) -4( - 2-4 - 2 
x42 Xx 2 2ج ر‎ Xx رو‎ x42 
تم ات لا‎ +4) _ × -6 
3. lim اک‎ 
x 6 Xx —-16 =l1im (x 0 x 216 ) -16()× +4( 
1 1 
= lim 


= 16+4 8 


لیمت تابع ناطق در بینهایت: هرگاه پولینوم ( «) ,۶ دارای درجه 771 و( ×) ,۶ دارای درجه 7 باشد درینحالت 


جار 
جهت دریافت ا صورت ومخرج کسررا بر “× طوریکه (10095)71,7> » تقسیم نموده میابیم که 
X‏ 11 ِ 





۱ m =n 

i 100 ۲ 171 < 7 

e m <n 
زج‎ 


درصورت 771-71 عدد ثابت » عبارت ازز نسبت ضرایب آن حدودی از صورت و مخرج است که دارای بلند ترین توان 
باشند. حالت مشابه برای بعضی توابع نمایی نیز قابل تطبیق است ( مثال12). 


۸ 9 سس 





























ریساضی حنف دوازدهمم 


مثال های 1 تا (صفحات 15 - 17 ) 














= = ]= وزا صا .1 
3 3-0 کے سے ۳ 2 مج 3X 2 x‏ مج x‏ 
> ہے 2-2 x‏ 2 
2 2 


























سوم. حالت xo0‏ 10 ممکن است ]) lim[/ ()g (r‏ حالت 0*۰0 را داشته باشد درین حالت ( ا f (x‏ 


g(x) 
را اختیار می نماید.‎ ١ شکل‎ 


مثال: 





10 





00۵ 2 0 نے‎ 
7 و‎ ۶ -23(+ ۱ ۱ Tim 2 2 gq E SK +5) _ 
کب بر‎ X 4 × کب‎ X 5 5ب بر‎ x -5 


چهارم. حالت ۳-00: اگر lim [/ (x )-g()|‏ شکل 0-00 را داشته باشدء درینصورت 
(-1)(٭) /= (ع -(2) ۶ به یکی از حالات ‏ و یا 0×٥‏ تبدیل می گردد. در صورتیکه این حالت در 
تقایل دو کر یا فاق لٰاقاقد مال جر تفای | ام اھ گر کرد کی ها سیگ یا کر ی 
افاده های جذر دار بر مزدوج آن ها ابهام قابل رفع می باشد 

مثال ها (صفحات19 و 20) 











8x . 9x +9- 8× -0‏ 9 ۱ 
lim‏ = -- 
اك 3 اج × 1- x1 x”‏ 
بارحم 3 
+1()x -1( ×× +1 2‏ پر)ن< 1 اح 
سک 0.00 
تب« یسب« (e‏ ]ون 7 
3ے رل4“ پ اج 3 اوہ 
٤ x -1 ۱ 1 1‏ 
4 3+ رده (3+ )x -1()x‏ اجه 


ہاہ | 


درس سوم. لیمت توابع نمایی و لوگارتمی: قضیه 6< "(-+1) صظ نمونه های مهم حالت 


0 ۔- lim(1+2)‏ 9 مثال های مناسب. 


س... ٹت .2 .....۔.-۔۔.--ووْْْ ‏ ےت تس سے شس ٹ رٹ سے 



































.<ریاضی صنف دوازدضم 


مقدمه. درتوابع لوگارتمی و نمایی نیز زمانی که محاسبه لیمت ها مطرح میشود ممکن است حالات ابهام بوجود آید و 
مخصوصا حالت مبهم ”1 درین توابع بمشاهده می رسد.در محاسبه ليمت های توابع نمایی و رفع ابهام 17 قضیه ذیل 
ماهیت اصلی ذیل دارد. 

قضیه اساسی. هرگاه 7 بطرف بینهایت تقرب کندہ ترادف (* +1)= ,4 به عدد...2.71182818284- ‏ 


تقرب می نماید» یعنی 


یادداشت: هرگاه بدون مراجعه بیک ثبوت دقیقء قیمتهای ترادف (+ +1) = ,ه دریک جدول طورتدریجی 








بنابرین 828.۰۰ 281 2.718< (1+1)صطنً است» عدد ۰ بنام عدد اویلریاد میشود. 
نتیجه..هرگاه عدد حقیقی × بطرف بینهایت تقرب کندہ تابع (+5)۲(<)1نیز به عدد € تقرب می نماید, 
یعنی 

lim(1++) =e 


لیمت های اساسی توابع نمایی و لوگارتمی ص22 


1 
a‏ _ ۴م - 
ہے (1+۶)صنا “0 = ۳( a‏ + 1) سنا 1 
ےک ا i.‏ 20ن نے 
X ×0 X‏ اجب × 


دس 271 


رباضی حنفک دوازدھ مر 
ثبوت 
0و × اب a X‏ 


1 1 ١ 
ج ددج = × .با‎ lim ( 1+4) = (1+ ( =€ 


6x 1 a@8 
a a a 1 
2. سب ون - | :]رون مک × >= و‎ | - 0 
۴ 1 × ہج‎ XxX 1, اجب‎ 


کہ نا اماف از خراس لوار طس کا یم که 


۱ =i و‎ (+x 1 lim) In(l+x ( | 
X 


x40 X x40 x40 


4 درین بخش تعویض 1- ۲= ر را در نظر می گیریم 








خالت عمومی میم از خرگاہ لمیت تاح تمانی شکل ۲ اردالها. صورت مجم *ارالغیارتماید ذریق 
حالت با تعویض 1- 1= 4 داریم که 


۲ ۲ jim (va) 
limu” = ٭( + ا | - بو + ا‎ ۱ 5 i + ۱ 


6× یر ور 6× 


۱ [ر ]هار 
lim [»(-1)]‏ نر 
می - 


بنابرین 
lim [v (u -1([‏ عو و ime)‏ 
یادآوری باید نمود که فورمول فوق فقط درحالت مبهم ”1 قابل تطبیق است. 
مثالها (صفحات 23 و 24 ) 


1. lim(l+2) =e” , 2. lim(cosx ( =e” =e" =1 


سس مو 











ریاضی صنف دوازدھے 
لکچر سوم 
لی .۰ توابع ثلثاتی 
قضیه 1= 112 ء مثال های تطبیقی. 


در محاسبه لیمت توابع مثلثاتی ممکن است حالات ابهام بوجود آید که مھمترین اشکال ابهام درین نوع لیمت شکل إ 
است و این حالت را میتوان با تشخیص یک فکتور عمده که نسبت 8105 و زاوایه ×است رفع نموداماقبل ازان نمونه 





های ذیل را تجربه میکنیم. 
قضیه اساسی: زمانی که زاویه #بسمت صفر تقرب مینمایده نسبت ×11 و × بطرف 1 تقرب می 
کند(شکل 9.2 یعنی: 
5د . 
1= - 1 
ك۴ 0× 
ثبوت (صفحه 25 و 26 کتاب صنف12) 
1-۲ . ( دومع +14( 1-cosSx> „. ()1-cos>x‏ . 
ہہ ]= lim = lim‏ .1 
) دومع + 1( x (1+ COS ) 0 x‏ 7 2 0× 
0و ا ہز کک زر ے۸ وا 


x50 x (1+COSX ( ** روم + 1 فد پر‎ 


1- cOSX ورن‎ eos J(1 +cosx) _ ۱ 1—cos”x 





2. 11 =1 = lim 
0ج‎ × ×0 x ” (1+ دومع‎ ( x50 x 2 )1+ دوم‎ ( 
.تھا‎ 8 2 
ےون‎ sin x و‎ ۱ 7 1 7 1 -- 1 
x50 x ”(1 + (ریووم‎ x50 پر‎ x20 [ + COSX 2 2 


نمونه های مهم: در قدم اول لیمت های 





Sin ۲ ax x sinaz alim ا‎ 0 


3. 110(0 ------- - دوز[ - ےت وووزإ‎ _ > 
۰ sin 0 ۷ sin 0 
0ج-× 0ج-×‎ 5 x 0ج‎ 
sin 7 ax × ا‎ a lim 2 8B 


مثال ها (صفحات 26 - کتاب صنف 12 28) 





1. li 2 , 2.1 = 
£40 Xx x 0ب‎ Ix 7 

و - °82 زا 4 تے تہ 3 
Xx‏ 0- پر 5 5x‏ 811 0ب 






































ریاضی صنف دوازدھش ےم ہم 


لکچر چهارم 
متمادیت تابع 


مفهوم تمادیت تابعء خواص تمادیت نمونه های مهم عدم تمادیت. 

تمادیت تابع (پیوستگی): تابح (۲) 7 در نقطه 0< ×متمادی گفته میشود هرگا سه شرط ذیل را صدق نماید 

اول- تابع کر در ٩‏ = × تعریف شده باشد یعنی  )4(‏ موجود باشد. 

دوم- تابع کر در 2 = × دارای لیمت باشد یعنی ( ) ۶ نا وجود داشته باشد. 

سوم- لیمت تابع در ۵ مساوی (0) 7 باشد» یعنی (م) -() نا 

درصورتیکه تابح در هرنقطه یک انتروال متمادی باشد. درین انتروال متمادی نامیده میشود. 

مثال 1. آیا تابح 1+  )(<:‏ در نقطه 5 = × متمادی است ؟ 

حل: تابع در 5= × تعریف شده و 126+ 2(=5) £ و 1(=26+ ” )سنا (۶) "لا بنابرین 

1i )(-- 26-7 )5(‏ لهذا ۶ در نقطه 5 = × متمادی است. 

مثال 2. نشان دهید که توابع «طذ )(<5‏ دومع =( «) ع در تمام اعداد حقیقی متمادی اند 

حل: می دانیم این دو تابع برای هرعدد حقیقی =٩‏ × تعریف شود و لیمت های انها نیز دران وجود دارد و برعلاوه 
limf (x) =limsinx =sina =f )۵(‏ 
limg (x) =limcosx = cosa = g (a)‏ 

بنا برین توابع متذکره برای هر عدد حقیقی متمادی می باشد. 

مثال 3. نشان دهید که توابع پولینومی» در تمام اعداد حقیقی متمادی اند 

حل: می دانیم که تابع پولینومی اختیاری (۴) 7 برای هرعدد حقیقی 4= × تعریف شود و لیمت آن نیز درین عدد 

وجود دارد و برعلاوه 


limP (x )= (وام‎ 


0ج پر 


بنا برین پولینوم متذکره برای هر عدد حقیقی متمادی می باشد. 





مثال4 نشان دهید که هر تابع ناطق 2 =(  )(‏ در تمام اعداد حقیقی متمادی است. 


9 )( 


,تحت 





E.‏ حنف دوازدشم 





حل: می دانیم که تابع ناطق | =( ×) / برای هرعدد حقیقی =٩‏ ۲ از ناحيه تعریفش دارای لیمت است و 
برعلاوه 








P(x) _ P(a) ے‎ 
lim/f (x ( < ہنا زا‎ = 07 (a) 


بنا برین تابع ناطق برای هر عدد حقیقی متمادی می باشد. 


خواص تمادیت توابع. هرگاه توابع کر و چ در 4 متمادی باشنده پس توابع ۵+ گل چ- 7 2 وج با شرط 
0 (4) چ متمادی می باشند. 


ثبوت: به آسانی دیده می شود که 
+g )(x )= limf ) )+limg (x) =f (a)+g (a)= (f +g )(a)‏ )اسنا 
)=limg (t= (a)-g (a)=(f -g )(a)‏ ¢( هن <( 6( - lim(/‏ 
(()(ع f (a) g(a) = (f‏ = )¢( یسطا(ء) g)() = limf‏ اهنا 


(x )‏ رصن 
۶0() و , ۳ 4( ۔ (0 _ ٣‏ = ۰۱|« 
E‏ (۾) £ img r)‏ 


بنابرین متمادی بودن توابع مطلوب واضح است. 
متمادی بودن توابع مر کب. هرگاہ (=(+) چ سنا و () 7 در ط- × متمادی باشد» پس 
=f (img )×((-/)(‏ ((ع) lim/‏ 
واگر چ در ۵= × و در (۵) £ = × متمادی باشنده پس تابح چ٥‏ گر در ۵= × نیز متمادی است» یعنی 
()ج) /-((×) lim/ (g (=f (limg‏ 

نتیچه. محاسبه لیمت ها با در نظر داشت خواص تمادیت ساده می شود موارد ذیل را در نظر گیرید 
B™,b >0‏ = [ اهنا .2 , [lim (r)faeR‏ = زرم راهن .۱ 
lim [log, [ (x)]=log, | lim/ ( ۱‏ .4 , ۱) ( سنا lim (sinf (x )) = sin|‏ .3 


مثالها. با در نظر داشت بعضی خواص متمادی بودن توابع ليمت های ذیل محاسبه می گردد 


4 3۹4 9 34 9 
ہد [2)۔ [ عق )۔ کچ ںہ ۱ 
4 8+ 4 سے 8+ رھ اجه 


سستے ٹسسسستسسشچمہےہےہ ‏ زارد اا 
/ / 





ریاضی حصنف دوازده ےہ ےم 


1 دی هو کوے تشر 2وا .6 
8 2 0وج ر 
پور نرہ )184+ lim(2x”‏ _ 23+184 
2- 06100[ - دوع ]= 2 وم ماجصتا .8 
22-2 ع (2- limb?”‏ ۶ رت ظز سے 


غیر تمادیت (انفصال). هرگا تابع در 4= × یکی ازسه شرط متمادیت رانداشته باشد. می گوییم که در » 
غیرمتمادی است و 8 نقطه انفصال می باشد. انفصال سه نوع است. 
نوع اول- تابح در ۵= × دارای لیمت های راست وچپ بوده ولی این لیمت ها مساوی هم دیگرنمی باشند. یعنی 
(x)‏ 7 وجود ندارد. 

نوع دوم - اگرلااقل یکی ازدولیمت وجودنداشته باشد. 


نوع سوم- درصورتیکه تابع دریک نقطه دارای لیمت بوده ولی درآن تعریف نشده باشد(فقط یک نقطه خالی باشد). 
دریتحالت اتفصال را قابل حذف سی گویند. 
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.-<ویاضی صنف دوازدشفم 
لکچر پنجم 
o. ee‏ کات 


معرفی مشتق تابع: تزاید های تابع و متحول» نسبت تزاید های تابع و متحول» میل قاطع و مماس بر گراف تابع 
تعریف مشتق, مثال تعبیر هندسی مشتق 
تعریف مشتق: هر گاه در تابع (۴) =f‏ ر» متحول ۲ بقد ر 2۲/تزاید نمایده تابع مذکور یک تزاید 
=f ) (7 )× (‏ ۸ را متحمل میشود. نسبت تزاید تابع و متحول عبارت است از 
Ay ۶ +۸ (*)‏ 
Ax Ax‏ 


در صورتیکه: 


im qû +40 fC) 
۸0 Ax ۸0 Ax 


رود داف باکت لتھ مشود اع( چ ر کر قك کارا مق استه پنست آوردخ لمت قرق الذکر را عماے 
شتق گیری می گویند. مشتق تابح ( ) ار ز مطابق نمونه فوق بیکی از سمبول های 


dy _df (x) ہے‎ 
E a رز یا‎  <7 "6 ( 


ارایه می گردد. یعنی: 


A E‏ و 


im = ig ERE (e) 
ال1 شق روک( ۶ ر‎ 
فال 2 مشق وک7‎ 
7 )×( “ مثال 23 مشتق ×ہ‎ 
.51 تمرین صفجه‎ 
تعبیر هندسی مشتق. هرگاه در نقطذ ((,:2) کرو ارک خط مستقم مماس رسم شودء میل این خط مستقیم‎ 
که بنام میل تابع  در همین نقطه یاد می شود عبارت است از‎ 

m =f ۲) ,( 

مثال1. میل مماس در نقطه (1,1) از گراف تابح 1 - * ×2 =(  )*‏ را دریافت کنید. 


سس سس 7 .سے سس سس سس 














ریساضی صنف دوازده مر 

مثال2. میل مماس در نقطه 2 =  ,‏ از گراف تابع 1 + * ×=( ۴) گر را دریافت کنید. 
مال 3 میل مماس در نقطه 2 < م ۶ از گراف تابع * ۶ <( ) ۴ر را دریافت کنید. 
مثا4. میل مماس در نقطه , × از گراف تابع ”× = (*) کر را دریافت کنید. 

مثال 5. میل مماس در نقطه , × از گراف تابح + =( ) را دریافت کنید. 


سس 78 





E.‏ حنف دوازدشم 


قوا: ر 
تابع) و توابع پولینومیل. 
مشتق تابح ثابت . مشتق تابع ثابت ے > (×) £ را محاسبه می کنیم. 


EEA ور‎ Eas im = 0 
0ر[ ۸۷ کر‎ Ax -0 AX 


مشتق تابع طاقت: مشتق تابع " × = بر برای عدد طبیعی 78 عبارت از "" ×۸ = ' « می باشد. 


ثبوت 
Ay = )x + AX (" - ×"‏ ج "( ,۸ + Ay = )x‏ + ر > "×= سر 
یعنی 
[ وی ت۹ز ہیر + مج 2ج )+۳( رت 0)] زیرے PAR‏ ات برد 
یا 


[ رب جر Ay =Ax 6 +Ax J +(x +Ax) x +(x +AX)‏ 
از تقسیم اطراف رابطه اخیر بر ۸ میابیم که 


Ay )اه‎ +A +(x +Ax J x جھ+ج)+‎ J [ادر+اا.اب‎ 


۸۲ Ax 
ازینجا‎ 
Ay _ (x +Ax)' +(x +Ax)' x +(x +Ax)J بر‎ 
Ax Ax 
بنابرین‎ 


| بجر مر( LAr J +(e‏ ۰ اهنا = !پر 


و TT‏ پر مر =x +x‏ 
سم ا 


n 


۸ سح 











ریاضی حنف دوازدهمم 
مثال. مشتق تابع * << ر را نقطه < = × دریافت کنید . 
حل. 
و (()5-() ۲ج 5٩‏ - ۲ ×5= (۶)-() 


مشتق حاصل جمع توابع 


برای ۷ =U‏ ۲ در حالی که و ۷ دو تابح اند داریم که 


y +۸ =(u +Au (+ (yv +Av) 
Ay ماع‎ +Au (+) +Av J-y =(u +Au)+(v +Av )-(u +v ) 
3> Ay =Au +Av 


Ay Au+tAv Au Av 








+= 
Ax Ax AX A‏ 
Ay Au+Av „. Au ,. Av‏ 
بت و[ + ]= = im‏ 
AX Ax Ar >0 AX Ar >0 AX‏ ۵:۰0 
در نتیجه 
"رد =u‏ ( + ییاز 
مشتق حاصل تفریق توابع به طور مشابه اثبات می شود. 
اکنون شاگردان می توانند توابع پولینومیل را مشتق گیرند. 
. 7- دز .3 , 5+ وس اعد بر .2 و 221 ر 1 
1- پر6 + 6-۶ ع() .5 , 4+ 9۰-127 <() f‏ .4 


مشتق حاصل ضرب توابع. برای 1/۷- / طبق تعریف مشتق داریم که: 


+Au )( + ۸۰ (‏ ) = + پر 

+u (Av (+)  +(Au J(Av )‏ ماع +Ay‏ پر 
بر( Ay =uv +u (Av J)+(Au (۲ +(Au (Av‏ 
سم ( +(Au (Av‏ پ( Ay =uv +u (Av (+ (Au‏ 
Ay =u (Av (+ (Au (پ٢‎ + (Au J(Av )‏ 


تسس تن تحت تست 0 233 یت اد 























ED.‏ حنف دوازدشهم 


Ay _ 1 (Av (+ (Au )v +)۵۷()۵۷۲۰( _ ۸ 7 Au 


Ax Ax Ar Ax 
۳: om u نویی۔‎ 
۸:۰0 AX Ax 0ج‎ ۸:۰0 AX 
در نتیجه‎ 


y= (uv J =u + 








مثال. مشتق تابع (3 - 2 )3 × = ر را دریافت کنید ( صفحه 57). 


مشتق حاصل تقسیم توابع. برای = = نر طبق تعریف مشتق داریم که 








u u + ۸ u + Au 
ر جد پر‎ +۸۷ = 5 Ay = - 
۷ ۷ +Av y +Av 
u + ۸۷ u (u +Au)y یب‎ (yv ہیں۔‎ ( 
ر۸ 5 - 2 رز ج‎ = 
y+Av ہ) پا‎ +Av پ(‎ 
1/۷ +vAu -1۷ - ۷ ۸00 - ۷ 
ج‎ Ay = ماج‎ 
ر(‎ + ۸ (« ) +Av پ(‎ 
۷ ۸11 -۱ ۷ ۸0] - 
Ay ۳ (۳ + ۸ (۷ ۳ ۷ ۸۳۸۲ -۱۷ ۳ Ax 
Ea اس کے سے‎ 
۸۷ ۸۷ Ax +Av)y پب( ۸۷+ پ)‎ 
Au Av . Au . Av 
1 ول[ - ول[ « دل در‎ 
0۷ Ax Ax Ay Ar >0 AX Ar 20 AX 


ہے 0( ج = جح 
lim [ +۸۷0 )v |‏ ص۸ 0+ Ax (yv +Av )v Ar‏ 


ازینجا به دست می اید که 


۲ + 2 
= ل را دریافت کنید (صفحه 52). 
1-27 811+ 


مثال. مشتق جذر دوم بحیث تابع طاقت میتواند محاسبه گردد. 





سس سا 1 ا 





























ھجک ےر 
مشتقات توابع مثلثاتی 


مشتقات توابع ساینء کوساین بحیث اساس سایر توایع مثلثاتی بحیث مثال در این درس فقط باید ثبوت گردد که: 








1 / 

(sinx ( =cosx , (cosx ) =-sinx 

مشتق تابع ساین. برای تابح 6 = y‏ داریم که 
Ay =sin(x +Ax )—y‏ ج ( =sinx >y +Ay =sin(x +Ax‏ پر 
XxX + ۸۵ +x . XxX +A -x‏ 

sin 
2 
Jeo i 
7ے ا تھا تھی رے ہے‎ 2 2 
2 2 Ax Ax 
Ay 2x +Ax sin¥ 2x +Ax sin¥ 
== 08 : = COS : 
2 Ax 2 A 


- بر۸‎ =sin(x +Ax ( - 510۲7 = 208 


ازینجا داریم که 


Ay 2x +Ax |... sin%* 
lim—— = [im cos lim = م0٥۸‎ .1> 0۰. 
Ax 40 Ax Ax 0ج ۸ 2 0ج‎ A 
2 


۱ ۰ 7 
y =(sinx ) =cosx‏ 
27 تابع کوساین. برای تابع 08٨‏ = لز داریم که 


رز ( ,۸۰ + =cos(x‏ چ۸ ج۔( ۸ + =cos(x‏ بو + =cosx >y‏ پر 


= مرف رد پر نے 
Ax )-cosx =-2sin - 0‏ + )وہ > بر۸ ج- 


2 
ےت نف ےہ‎ 
> Ay = pg ےہ مو اف‎ 2 2 
2 Ax Ax 
Ay . 2x +Ax 0 . 2x +Ax کے 0ہ‎ 
ے_‎ - 0 × = -0 Xx 
Ax 2 Ax 2 A 


سس سس ٹەےس. + .2ص6 سس 2827 















































E.‏ حنف دوازدشم 


ازینجا داریم که 
۱ ۱ کے 0ہ .۱ ۸ + 2 . ۱ A‏ . 
2-07 1. 111 < ے2 lim = lim sin lim‏ 
Ax 40 A‏ 2 0ب AX Ax‏ ۵:0 
y'=(cosx ( =—sinx‏ 
۱ کل ہے یں کو 
یادداست: در صفحات 67 و 69 عوص ۰ مفهوم غلط S107‏ آمده که باید تصحیح گردد. 
2 2 


شتقات توابع تنجنت و کوتنہ نت بحي مثال های مشتقات حاصل تن دریافت شوند. 


/ 


(tanx ( جا‎ ۱ 9 , (cotx) -) 3 ۱ 9ك‎ 


COSX Sin x 








اخشخات 71 72 


3 تقات توابع مھ < + مه 9 کو تز < ۰ مه : بات لبية روش مه گیری حاصل موجه توابع میتوان نوشت که 








۹ ۹4 (sinx ١ _ cosx sinx —sinx ۳ 
ھصا)--‎ ۷ ( = = 2 
dx dx \cosx COS XxX 

cos” x +sin” x 1 
> 2 < سس‎ =8 > 

COS Xx COS xX 
۹ ۹4 60 ۲ 5110 26 060952 -60 دع‎ AsSinx 
dx dx 

— (cox ( < = ِ ہے‎ 1 
dx dx \ sinx 510 x 

-sin” x —co 7 x 
> سس < سس‎ < 00601 ¢ 

sin x Sin x 
در نتیجه‎ 
d 1 5 
- (tan x<) = y= SC x 
dx COS X 
d 
سح سے (م۸٥ 0غ)سح‎ = = 8C7 × 
dx Sin x 
2 
مثال 7. مشتة تابع ۳ = ر را بداست می آوریم:‎ 


3 
/ / 

















x” _ 2x cosx +X sinx‏ منطو cosx‏ 2ے 
x 9 x‏ نوہ 


مثال8. مشتق تابح «صله * ×= ہر را دریافت مینمایم 


y' = (x )'sinx +(x  sin'x =3x sinx +X COS . 


84ل 








E.‏ هنك دوازدشم 
مشنة توابع مرکب با تابع تابع (گانون زنجیری ) 


حالت عمومی ( ع)"و(() ) ۶- [((ج)ع) ۶]و نمونه های آن, مشتق تابع ضمنی» مشتق تابع 


معکوس و مشتقات 

هرگاه ( 6 =f‏ ر و( ٭) چ = » باشد یعنی (( ٭) ع) = ر درینصورت 
dy _dy du ۱‏ 
Xx Or = XU‏ سے 
dx du dx 7‏ 








ثبوت. برای () |-( ۵ + =f )u‏ زو (عام۔(معھ+عا)اعے 0٤ھ‏ واضح است که اگر 


E GSTS ول‎ Cm un 


Ax Au Ax Ax 40 Ax Ax 40 Au Ax 40 Ax ۸: -0 Au Ax 40 Ax 


مثال ها از صفحه 64 


پر (3- )= ر .3 , رہ۔للاے ر2 , (1-×2)= ر .1 
pa py‏ 
مشتق تابع ضمنی. حالت ( ×) ۶= ر از تابع که دران ‏ از جنس ارایه گردیده بنام حالت صریح تابع گفته 
می شود اما ممکن است که یک تابع شکل دیگری قرار ذیل ارایه شود یعنی 
F (x,y (< 0‏ 
درینجا ‏ تابعی از متحول × می باشد که حالت غیر صریح یا حالت ضمنی دارد. 
مثال. تابح ذیل در دو حالت ارایه شده: 
خاش شر 


حالت غیر صریح: 5= x+y‏ 


7 / 




















ریاضی حنفک دوازده ےہ ےم 


مشتق گیری تابح ضمنی. درین حالت اطراف معادله نظر به × طوری مشتق گرفته می شود که دران 7 تابعی از در 
نظر گرفته می شود و از مشتق گیری تابع تابع استفاده به عمل می آید. 


حل 


0=( 1+ ر - ضم) چد 0 < 1+ بر - تخرد 
0= بر ورد + ”ر1ج 


2 


4 
2xy - 1 








- = رج ر -(22-1) ر ج 


پس مشتق مطلوب عبارت است از 





مثال ها از صفحات 74 - 76. 


سے ے ےت --__--ںلمے 286 uw‏ 





ویاضی صنف دوازدشفم 
لکچر نهم 
موارد ۱ .۰ ال coe‏ 


کاربرد مشتق در ترسیم گراف ها: نقاط بحرانی (اعضمی و اضغری)» انعطاف اعظمی و اضغری مطلق. 
تزاید و تناقص تابع: هرگاه تابح کر در یک انتروال / تعریف شده و ,× و × اعدادی ازین انتروال باشند. 
1 تابع 7در انتروال م متزاید است اگر (,) 7>( ×) کر در حالیکه ر × > ,× . 
2( تابع در انتروال 1 متناقص است اگر (,) ز<(,) کر در حالیکه و × > ,×. 
نقاط بحرانی: یک نقطة داخلی ۰ از ناحیه تعریف تابع کر به نام نقطه بحرانی آن یاد می گردد. اگر مماس در 
((ء) ۶ , ء) از گراف» حالت افقی داشته باشد و یا اینکه دران مشتق پذیر نباشد» یعنی 0-(6)" یا(6)" ز وجود 
نداشته باشد. 
اعظمی و اصغری موضعی: اگر » عددی از ناحیه تعریف تابع ‏ باشد. 
1) (ع) 6۶ اعظمی موضعی تابع کر است اگر یک انتروال باز (۸, »)در بر گیرنده » وجود داشته باشد 
طوریکه (6) >  )۳(‏ برای هر 3 از انتروال (۸, »)یعنی (۴) لهج <(ع) ۶ و (() ۶, ء) نقطه 
2 (6) ۶ اصغری موضعی تابع کر است اگر یک انتروال باز ( ط , »)در بر گیرنده 6 وجود داشته باشد 
طوریکه (0) ۶< (۲) ۶ برا هر × از انتروال (۵ , »)یا (×) رطف <(6) ۶و (() /, ء) نقطه اصغری 
موضعی می باشد. 
اصطلاح موضعی ) (local‏ به این مفهوم است که تابع دارای اعظمی و یا اصغری در یک انتروال ولو فوق العاده 
محدب بودن و مقعر بودن گراف: هرگاه تابع در عدد ٤‏ مشتق پذیر باشد. گراف کر در نقطه ((ع) /, ء) ۶ 
محدب گفته مشود هرگاه انتروال (۸,8) در برگیرنده » وجود داشته باشد طوری که دران که مماس ۴۳ فوق 
گراف واقع شود و این منحنی مقعر نامیده میشود در صورتیکه مماس مذکور تحت گراف ‏ موقعیت گیرد. 





ریاضی صنف دوازدهممم 


بنام نقطه انعطاف یا د می گردد. مانند نقطه ۶ در هریک از اشکال ذیل. 


٠.‏ و 1 ] ۲ مر 
+ ۹ ۱ _۔ 1 


سے 


f") ۷‏ أ و2" گر وجود تدارد 
اعظمی و اصغری مطلق 
هرگاه کر تابعی با ناحیة تعریف ‏ باشد. گفته می شود که 7 یک اعظمی مطلق روی ‏ در نقطه » دارد اگر 
(0) />() برای هر #در ط و ۸-() /ه-(ع) [قیمت اعظمی در نامیده می 
شود(شکل 11.18). به طور مشابه کر یک اصغری مطلق روی 2 در نقطه 6 دارد اگر (ع) [<() برای هر × 
در 2 و ص (c)= min f )x(=‏ را قیمت اصغری در (می نامند. قیمت های اعظمی و اصغری ینام قیمت 
های اکستریم مطلق آن نیز گفته می شوند. 
تعین اعظمی و اصغری مطلق : ممکن است تابع در یک انتروال دارای چندین اعظمی و اصغری موضعی باشد 
های اعظمی مطلق و اصغری مطلق تابح متمادلی ‏ در انتروال [ ۵ , 4] دستور ذیل را تعقیب می کنیم 


2 قیمت های (6) ]را در حالیکه » نقطه بحرانی ‏ باشد محاسبه می نماییم. 
3 قیمت های (۵) و () را محاسبه می کنیم. 


بزرگترین و کوچکترین اعداد محاسبه شوده در مراحل 1 و 2 به ترتیب عبارت از اعظمی مطلق و اصفری مطلق تابع کر 
نی ی 


کاربرد مشتق اول در گراف تابع 
تزاید. اگر مشتق تابع در انتروال ( ط, ۵) مثبت باشدہ این تابع در انتروال مذکور متزاید است. 
تناقص. اگر مشتق تابع گر در انتروال ( , () منفی باشدہ این تابع در انتروال مذکور متناقص است. 
مثال 1. تزاید و تناقص تابع 1+ 3 + * بر ( ) ر 
حل. 

۰ (<3۲ +3 < 0 


م2898 





ریاخی حنف دوازدھے 
چون مشتق تابع در تمام اعداد حقیقی مثبت است» پس تابح متزاید می باشد. 
مقال 2. تزاید و تناقص تابع 5 + 37 - * ×=( ) ۶ 
غل فار مق امطالفد ی کی 
1+ = پر ج 1=0- پر ج 0= 3- رد ج 0-(م)ام , 5 و3 ع(ی) ۴۶۲ 


ره , 0) (1,1-) یت .۱ ٠‏ 


س سس رس و ور و و و س 


<< 7 


پس تابع در انتروال ( 1 , 1-) متناقص و در انتروال های  (‏ , 1) و (1, 0-)متزاید است. 





= 


£ )( ۱ 2 


,دو وت وو ` 


مثال 3. تابح 4 - ×5 = ل متزاید است. 


مثال4. تابع ‏ × = ر در (0 , «-) متناقص و در( , 0)متزاید می باشد زیراکه ×2 < ۲ در در 
(0 , ۰0-) منفی و در (۰0 , 0) مثبت است. 


اعظمی. هرگاه مشتق تابع 7 در نقطه , × مساوی صفر باشد و حین عبور ازان اشاره اش را از مثبت به منفی تغیر 
دهد. درینصورت ( , ×) گر قیمت اعظمی موضعی تابع است. 






ساد ااا اتات سس« 


۱ 0۳ ۰) 5 max O) 91 





مثال. در جدول مثال قبل دیده شود تابع در نقطه 1- = اعظمی دارد 


اصغری. هرگاه مشتق تابع 7 در نقطه , × مساوی صفر باشد و حین عبور ازان» اشاره اش را از منفی به مثبت تغیر 
دهد. درینصورت ( , ×) گر قیمت اصغری موضعی تابع است. 


SSS TS 


مثال. در جدول مثال قبل دیده شود تابع در نقطه 1 = × اصغری دارد. 


سس سا 9 بسح 


رساضی صنف دوازدش مر 
لکچر دهم 
کاربرد مشتق دوم در گراک نابع 
محدب بودن» مقعر بودن و نقطه انعطاف استفاده از مشتق دوم در تعین آنها و نقاط بحرانی. 


مقعر بودن. اگر مشتق دوم تابع 7 در انتروال ( ۵, )٥‏ مثبت باشد» گراف این تابع در انتروال مذکور مقعر است. 


درینصورت تابع در م × انعطاف دارد.. 





دهد. درینصورت ( , ×) 7 قیمت اصغری موضعی تابع است. 





مثال ها. 
کاربرد مشتقات اول و دوم در تعین اکستریم تابع 


ای کر 0 (, روا( رپس ((20) ر نقطه اعظمی است. 


f (x, )= maxf (r ) 








.-<ویاضی صنف دوازدشفم 


ارا لعل و خر رس ا( رو ھا مغ ات 


f (x,)=maxf (x ) 





مثال ها. 
مثال1. نقاط اعظمی, اصغری و انعطاف ×2 + ” ×‡- ° ×=( ×) ۴ صفحه 91 


XxX +1 
X7 - 2x 





هشال هر قاط فی اسر و افحافگ <( را fF‏ صفحه 91 


مثال 2. نقاط اعظمی, اصغری و انعطاف 2 + ×3 - * ×=( ) گر قبلا مطرح شد. 
تابع درجه دو: 
ے2 =( >f "(x‏ + م2 <( )۱ f (x)=ax”+bx +c >f‏ 


ىد = (ۓ-) f‏ ج4 -= × ج 0= 6+ 20 > 0 ( ۲۲ 


«a 








پس برای 0 > 4 گراف تابع محدب» بوده دارای اعظمی 9 برای 0 < 4 مقعر است 9 اصغری دارد. چون 
۶0 2۵ =( )۲ بنابرین گراف تابع درجه دوء انعطاف ندارد. 


مثال 2. محدب بودن و مقعر بودن گراف 1+ 6۲ - 97 + x‏ = ر را تعین کنید. صفحه 99. 


حل. مشتق دوم را تحت بررسی قرار می دهیم. 


سس سا 1 بت 





Te 


8+ ×6 = ”ہر ج 2+18 3> ”پر ج 1+ ×6- +9x‏ ×= پر 
3= × ج18-= ×6 ج18=0+ 67 < 20 "پر 


5 


(6۱ : ۱ 





مثال 3. محدب بودن و مقعر بودن گراف * ×5 - ؟ × = ر را تعين کنید. صفحه 99. 
حل. مشتق دوم را تحت بررسی قرار می دهیم. 


307+ 202 = "پر ج ”7 15+ 5 اپرجہ 5 < ر 


رال 
| 0 )ردو - <0+ ° 20x‏ ج- 0 - "پر 


0 
+= × 
(, ل( 


1 1 1 
سس یه سره سر سس سره سس سح سره ره سره سر سس سس سم سر سر هس سس سس سم سر سم سر سس سا سس سم سر ہہ مت سس رس رس 


f ۲0:(< 6 +8 | 





قاط عطاق 0 ل 


سس سس سس ٦‏ سس سس ج مت ,_حت_ 





E.‏ حنف دوازدشم 


لکچر بازدهم 
اند کے ال 


معرفی انتگرال غیر معین: تابع ولیه انتگرال غیز معین, جدول انتگرال های بسیط به یاد آوری مشتق. 
مفاهیم عمومی انتگرال غیرمعین 


تابع اولیه؛ تابع ۳ بنام تایع اولیه از ۶ز در انتروال آق م]گفته میشودء هرگاه در تمام نقاط انتروال مذکور 
F'(x)=f (x)‏ باشد. یعنی ×4 (>)گر <(×) 97ء پس 7 مشتق تابح ۲ و تابع اولیڈ کر می باشد. 
مثا ل 1. توابع (x)=+}x‏ ۲ و 9+ ×=( ×) 0 دوتابع اولیه از × >(×) ر می باشند زیراکه 
F'(x)=x” = f(x)‏ 
G'(x)= x = £(«)‏ 
تعداد توابع ولیه: هرگاه ر٣‏ و ر٣‏ دو تابع اولیه از کر در انتروال [ 4,2]باشنده پس تفاوت بین آنها یک عدد ثابت 


انث 
ثبوت: با در نظر داشت تعریف تابع اولیه» برای هر × از [ 4,8] داریم که 
Ff (x*)=f (x)‏ 
(*)=f (x)‏ و۲ 
تابح ( ×) ر۴ -( ×) ۶ =( ×) مص را در نظر می گیریمء اضح است که 
(x)=[F )۴(- (x) =F )(- (x)=f )۲(- (%)=0‏ م 
چون 0 =( :)"0, پس ( ×) م یک عدد ثابت است» یعنی 
FGF ) (6 ۰‏ 
یکت تام مات جندین تام اولیه بیتهایت فرام اولیه) داشته باشد که تفاوت بین هرجوره آزان ها فقط یکندد ثابت ایت 
تعریف انتگرال غیر معین: هرگاه ( )یک تابع اولیه از ( ×) /باشد» افاده ٥‏ +() "را درحالیکه 6 عدد ثابت 
اختیاری است» بنام انتگرال غیرمعین از ()/ میگویند و مینویسیم: 
f (۶ =F (x (+0‏ 
درینجا ] علامت انتگرال, (×) ۶ تابع تحت انتگرال و × متحول انتگرال است. بنابرین 


If (x Jdx =F (x دز‎ e ۶۱) رح‎ (x) 


2934ل 


ریاخی حنف دوازدھ ےہ ےم 
نتیجه: از تعریف انتگرال غیرمعین نتیجه می شود که: 
(axr )=f (x)‏ 20 7 
ii. 4)] (x Jax ) =f (x (۲‏ 
ii. [dF (x)=F (x )+C‏ 
مثال 2. انتبگرال ”× =(۲) ۶ عبارت است از: 
xax = 1 6‏ | 
انتگرال گیری توابع: انتگرال توابع بسیط رامیتوان ازفهرست مشتقات پیشبینی و معین کرد اما بصورت عموم برای 
دریافت انتگرال توابع مختلف و مرکب روش های متفاوت و اختصاصی وجود دارد. 





i. [Od < 0 

0 + ما = پا ]| i.‏ 
سیت 

iii. [x "ax + ) 1-عو (ز و‎ 
7+ 


بح 


EFER = FFG E 
l/ (x )+g (x )]ax = [f (x )ax + fg (x (ax 


< 


مثال ها. 
x‏ 1+1 
4C‏ کہ ا ہہ سا 1 
4 ۳ ابو 
جو چو کے ضس == 2 
1 وہ 


ہت 112 


29 











E.‏ هنك دوازدشم 


4. |) 6x? +9 +1)dx = ]× x -6 x dx + | xax + [ax 
= [x dx + 2j xdx - [ax ہ6 2 اب‎ +C 


+C‏ ب 2 پا 


اتتگرال های اساسی 
a+1‏ 
۶-1 یں , d= Z—+C‏ | .1 
1+ 0 


2 | مه‎ ۲ dx = —CcOSX + C 


و 6 +4 510 < | .3 





۹ 
4. | = 00] + C 
Sin x 





d 
5. ا‎ ِ = tan x + 0 
COS X 


6. | adx= a" Ilna+C 
7, | ۶٥9 = e“ + 0 
146 تمرین صفحه‎ 


یادداست. در بحث فوق متاسفانه انتگرال توابع مثلثاتی و نمایی هنوز مطرح نشدہہ درحالیکه در بحث بعدی ازان ها 


سے _--__ ےہ ےی 293و 





رباضی حنفک دوازده ےم 
لکچر دوازدهم 
روش های انتگرال گیری تعویضی و انگسام 
روش تعویضی» روش انقسامء مثال های مهم 
3 انتیکرا ل گیری بروش تعویضی 
نم مرک[ رای کرو یلاب تلق آن ظا ہہ ضر ×× مازت انیت از 
, ' 7 
(۷'و((ط) ع)یہط = ((٢ئ)‏ مر 


بنابرین 





0 + ))( ع) F‏ = ٭ہ(ع)'ئ((ء) ع)٢]‏ 


رابطهء اخیر, اساس انتگرال گیری تعویضی را تشکیل مید هد و اگر دران ۷> (×)ع و [< "7 تعویض گردد. چون 
۲() "و = 40 است داریم که 





۴ (x J) (4 = ر‎ (u Jdu =F (u )+C =F (g(x))+C 


لهذا درین روش» متحول تابع تحت انتگرال ازجنس یک متحول مناسب طوری عوض میشودکه انتگرال مربوط نظربه 
متحول جدید پیشبینی شده بتواند» بعدازدریافت انتگرال باید متحول قبلی درتابع اولیه وضع گردد. 


مثال. انتگرال 3(۲ + ×2) (5- 3+ )] را محاسبه کنید. 
حل. درینجا تعویض ذیل را در نظر می گیریم. 


u رے‎ 2+3 -5 
du = (2x +3 (2 


1. (x? +3 -5) (2x +3)dx = ju ‘du 


u E وت‎ 
4 


<- +00 9 
5 5 


متال.انتگرال س ] را دریافت تر 
1-47 


296 














E.‏ حنف دوازدشم 
حل. تعویض ذیل را در نظر می گیریم 


u اس‎ - 47 
du = -8xdx 


- 1610 =x dx 


7 11 1 ۳ 
dy ==]‏ ]== وون(خے۔)تت] = بش 
60 ۶۹ 04۰و" 

7 1+ي- 
0 ھ- لے 6+ وت 0+ اج ظا نے۔ 








مثال. انتگرال 2(۷ + * )005  "‏ ] را دریافت کنید. 


حل. تعویض ذیل را در نظر می گیریم 


2ہ رے ہر 
du - 4+ dx‏ 
du =x ° dx‏ 


jx cos(x' + 2)dx = |0۸ =} fcosu du 
= 1sinu +C =}sin(x +2)+C 
تمرین صفحه164‎ 
انتیگرال گیری بروش انقسام (روش قسمی)‎ 


برای توابع () = ۷ و () و < ۲ طوری که که "7 و "2 متمادی باشند داریم که 





۰ dv ]۷ب سے‎ du 





ثبوت: با در نظر داشت قاعدۂ مشتق گیری حاصل ضرب دو تابع 
١0ج(‏ ) f (۵) ([ <7 ODEO )+f‏ 
رابطة فوق را بشکل ذیل مینویسیم 
(ع(7')۴۔[(۴) ۵( رگ > م6 ور f‏ 


سس سا 7 ...سس شس سس 








رباضی حنفک دوازده مر 
بنابرین تابح اولیهء سمت چپ عبارت است از 


[f هرمع(‎ = f (f (e)8 (Jax = ff (4 


۹ ۳ ۲ 
چون +(۴) ۵( ۶= *4[() ع(۴) ]و با تعوض آن در رابطه فوق بدون عدد ثابت می باہیم که 
ax =f (0g (x)= f (r )g (x du‏ (۴)'ج(۲)۴] 
واضح است که ×( ×)' =f‏ ا و ×4( ×)'ج = 47 بنابرین فور مول اصلی به اثبات رسید. 
جهت تطبیق این روش, تابع تحت انتگرال بحیث حاصل ضرب دوتابع ‏ و١‏ طوری درنظر گرفته میشود که دران 
گیری بعضی انواع مشخص توابع مور استعمال قرار می گیرد. 
مثال. انتگرال 4 8105 ] را محاسبه کنید. 
حل. 
u =x > du =dx‏ 
dv =sinx dx >y < - 6‏ 
sinx dx =x )- ( - ] )-0« (۰10 =‏ ۳ 
ین س چچہ ججچد u‏ چچہ ہے u‏ 


= -2 COSX + وم[‎ dx --× 0052 + 7 +C 
مثال1. انتگرال 6( "۵ )] را محاسبه کنید.‎ 


حل. 
dx‏ = 0#- < :0- = ]لج مر = ۳ 


dv =sinx dx نج‎ =—-CcOSX 


jx (۶ dx =× -).تج]- ع‎ x) 
سےے ست بات ر یت‎ 
u dv u ۷ du 


= Xe” + je" dx =-xe” +e” +0 
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ریاضی صنف دوازدھے 
لکچر سیزدھم 
مشتق و انتگرال توابع نمایی و لوگارتمی 
مقدمه. مشتق توابع نمایی و لوگارتمی باید در مبحث مشتق و انتگرال آن ها در بحث انتگرال غیرمعین مطرح می شد 
که متاسفانه در فصل جداگانه آمده آنه در حالیکه قبلا ازان ها استفاده گردیده (در روش قسمی انتگرال گیری). 


انتگرال تابع لوگارتمی 


-1im log, (x +h)—log, x‏ (ا۶- و 


|, 0ب‎ h 


x +h 
ا + ۱ چو و ۳ | 2 سناڈ ۱ 0 ت‎ 
0ر(‎ h |, 0ب‎ h Xx |, 0ب‎ h Xx 


=i ات 0ط‎ - in ioe, 0 
0۲د‎ x h Xx ۱-0 | x Xx 


<( )۲ج ۵۳ <() ۶ 








وا نے ( *,۱0۵)-( :)۰ 
x‏ 





نتیجه. اگر در رابطه اخیر €= 4 عوض شود داریم که 
1 1 ۲ 7 
=(log,x ) 2-108, 6 =—‏ (×ما) 
Xx Xx‏ 

بنابرین 


1 
X 


سس سا 9 س_____حت‌_ 














ریاضی صنف دوازدهمم 


مثالها 
1 
x7 +1‏ 








2x 
x7 +1 


= 0 د4ط .1 


2 / 
ا‎ 5x + 4( 5 ے‎ 5 
x - 5 +4 XxX -5x +4 


x7 +1 ای‎ 
30 = |o 
۱ "0 5, x7 -1 


1. +1] 1 
=| os, اوه[ = ات‎ +1)-1og, (x ((ا-‎ 


۱1 (+0 (x -1( 
_| وم0اے--‎ 86 


2 a 2 
X 


2. In( 








2 


اگر در سوال 3 تعویض 6> ۸ تطبیق گردد داریم که 








27- 1 27- کے ےتا 27- 
کس موم هة ل 





مشتق گیری با کاربرد لوگارتم طبیعی. توابع بحیث حاصل ضرب یا تقسیم و نمایی را میتوان با کاربرد لوگارتم 
طبیعی مشتق گرفت. در روش از اطراف رابطه ( ×) ۶= بر لوگارتم گرفته با استفاده از خواص لوگارتم تابع ساده می 
مشتق تابح نمایی. مشتق تابح *ه = ر را با کار برد لوگارتم قرار ذیل دریافت می کنیم 


y =a رما د "ماد رما ج‎ =x ہما‎  )امرب‎ J ×)۔‎ Ina) 


/ 


6ا `= مما برع ار > وم( - ج 
Jy‏ 


(a 1 =a Ina 


سم نٹ سس ٹس سے 300 

















ریاخی حنف دوازدهم 
با تعویض €= 4 در رابطه اخیر می یابیم که 
۲ 
=e“‏ ("م) 
مثال ها 


۳۲ / 2 2 
مور رج (1 +2 )1ے اج ٦ے‏ بز .4 


2ص( 2- | )ادمن 2 - (27)= ر ج 2= رز .5 
X X‏ 

10ء ("10) = ر ج 1۱0 6.y‏ 

= (3) عایوے 1 * )= ' رج گے رز .7 


انتگرال گیری توابع نمایی . با استفاده از مشتق تابع نمایی میتوان نوشت 





0 





dx = f(a) ae ول‎ +c 
9 Ina 


بنابرین 





ja dx یی نت‎ +C 
Ina 





درینجا نیز اگر €= 4 مد نظر گیریم میابیم که 
=e” +°‏ ۳3 


انتگرال توابع لوگارتمی. به کمک روش انقسام داریم 


| ها‎ dx = | lnx 1 x =lnx ۲ - [+x dx 








0 
بے‎ 
dv 
= x Inx - [dx =xlnx -x +C =x چرھا)‎ -1)+C 


= x ھا)‎ -Ine)+C =x In=+C 


dx =x (Inx -1(+0 =x In3+C‏ ×ما] 





سس سس 01 























رباضی حنفک دوازده ےم 
به همین قسم 
,02| 


log, ۴۰۱۰+ 108 ×۰× - [+(log,e)xdx =>‏ ]۔ 
x dx =x log 0‏ ,102 | ہج یجہ 
xlog, x-log, ٥إ‎ dx = xlog, ۲-۲108 e + C =>‏ 








x(log, x —log, ٥( + 0) < 7108 0 





مثال. 
dx =x In3+ x lnx - +0‏ ھصا+3ھا] = dx‏ ×3صا] 
=x (In3+lnx -1)+C =x (In3x -1)+C‏ 
مثال1. ص 192 
u =-2× -3‏ 
(8-) ہے 2- = ا ٤‏ 
)+7 ےس 0+ =-te"‏ ۳0| - = 
٦‏ "وناج 1 
)2+6 + مج ا21 > 0 +| با 216 - 
مثال2. ص 193 


22 

a) je” dx = ٠ 
du =2dx > % < 6 
- [e“d =e" +0 =le” +0 


مثال 3. انتگرال ” 18 ۲ - (  )۲‏ را محاسبه کنید. 
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.-<ریاضی حنف دوازدهم 
لکجر جهار دهم 
مشتق گہری به کمک معحوس توابع 


مشتق گیری بعضی توابع به کمک تابح معکوس انها روش مفید و مناسب است. این روش برای مشتق گیری توابع 

















بنویسیم که 
y =f (x ۱ / / ۴ / 7 7 1‏ 
کے و ا سے رک تس ۵ رو کے 
ر Xx‏ ۱ ۱ ۱ ( ) و < 09 
کم ےم _ dy‏ 
فورمول ر > 02 مب ار اساس مشتق گیری با کابرد معکوس تابح را تشکیل می دهد. 
dy y‏ 
مشتق تابع نمایی. 
1 1 ۲ ۹ 
(a7 ) ۰ 5 / > 7‏ 
lo‏ ر ۲ . 2 
۰( ,08 ) ۳ / 
Ina‏ 4 ,1082 1 چما- x‏ 
x Ina‏ = = = ہے 
loge  F‏ 
(a) =a" Ina‏ 
برای €= ۸ از رابطه فوق دریافت می گردد که 
(e) =a‏ 
مشتق تابح معکوس ساین 
1 1 ۲ ۱ ۱ 
: کے یرہ («طلوعته) 
X‏ 5 
(siny),‏ » "7 0+000 ر 
Xx =siny 1 1 1‏ 


1-sin y ۲ ۷1-72‏ 5 روم 


سس سس 3 .۔ےےےے-. .سے سس سس 


























ریساضی صنف دوازدھ ےم م 
































بنابرین 
۲ : 
(arcsinx ( =‏ 
1-7 
مشتق تابح معکوس کو ساین 
1 1 ۲ / 
۱ ے کے ابر ( (aredos‏ 
x‏ 
arCCOSX » (cos‏ = 
(cosy ),‏ 5 ر 
Xx =cosy 1 -1 -1‏ 
ص>-[لہ -siny J1-cosy‏ 
بنابرین 
دہ 
(arccosx ( =‏ 
1-2 
گی موم تابح کوس تانجنت 
1 1 ۱ 
(arctanx ) = y = — = :‏ 
X 7‏ 
(tan y (‏ ۲ 
arctanx 1 cos cosُ‏ = 
٣‏ ۲ 7 کک = رز ووں ٠‏ ۔ / جہ 
پر cosy +sIn‏ 1 ہے x =tany‏ 
1 1 0 
sin y 2 7 2‏ 1 قووں ٠‏ 
tan y 1+x‏ +1 بیو کے 
بنابرین 











(arctanx ( = ۰ 


دریافت ے ہم معکوس کوتنہ هه ر ف 3 تمرین 
5 
مثال1. مشتق ( (arctanx‏ = ۳ را دریافت کنید. 


حل 


1 
بر‎ =(arctanx ( > y' = 5(arctanx ) (arctanx ) = 5(arctanx )’ 1 مثال2.‎ 
+ 


مشتق ( log, (arctan x‏ = ر را دریافت کنید. 


سح 









































E.‏ هنك دوازدشم 


1 
1+2 


5 (arctanx ڈما(‎ 5 (arctan x 5ص(‎ 


(log, (arctan x 3 (arctan x )‏ سے از 


مثال 3. مشتق 2۳008007 = ر را دریافت کنید. 


حل 


y' = (arctane’” ) ك‎ 


e” 1 1‏ اپ کے 
1+e* 1+1 2‏ 


ضرین ق 184 


توابع مثلٹاتی معکوس بحیث انتگرال 








1. ام چگ[‎ nx +C 
1 > = arctanx +C 
1+x 


,)ة٠‏ ط۱ب ٠‏ ب غا 








رباضی حنفک دوازده ےہ ےم 


لکجر پانزدهم 
ان کے ال معین 


انقسام و مجموع ریمان, انتگرال معین بحیث لیمت مجموع ریمان, انتگرال معین بحیث تفاضل قیمت های 
سرحدی تابع اولیه» روش های تعویضی و انقاسم در انتگرال معین 
تعریف انتگرال معین: هرگاه (×) ۶ یک تابع متمادی درانتروال بستة[ , 4] تعریف شدہ ء ترادف اعداد حقیقی 
, × برای ( ,2,۰۰۰ ,01 = #) ازین انتروال باشند طوریکه 
SX, =P‏ ہر0 کیک وک ۵ i.‏ 
یی ود و وا Ay, SR Ysa‏ 1۲ 
0+ پر جے 0> Ax,‏ .111 


تا ,3و2 با-ە SC, SX, ,K‏ سدع ۷۰ط 


درینصورت انتگرال معین (۴)کر از 4 تا ۵ عبارت است از 


Jf (Yee =m )( ر...+ درم ۰د‎ (e, Jar, ]= بط(‎ 


| اعدا د 4 و ط به ترتیب حدود تحتانی وفوقانی ازتابع تحت انتگرال گفته میشوند و افادة fe, ax,‏ 3 رابنام 


k=1 


مجموعهء ریمان یاد میکنند(شکل 12.4 ) 


y= f )»( 





12.4 شکل‎ 
b 


اگرتابع (ع)کر درانتروال [ط , م]دارای قیمت های منفی نبوده و متمادی باشد از نظر هندسی انتگرال 4 (۶ | 


a 


مساوی بامساحت سطحیست که بین منحنی ( ×) = رو محور ×درمسافه ۵ = × تا 0 = × محصورمیباشد. 
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E.‏ هنك دوازدشم 
مثال 1. انتگرال معین 6 +| رامحاسبه کنید. 
حل. تابع تحت انتگرال ×4 = ()و انتروال مربوط [3, 0] است» درینجا جهت آسانی 


کے ےھ = حم سے عم < 2۰۰۰ و ۸۵ < رطع 


در نظر می گیریمء ترادف ,> قرار ذیل انتخاب می شود 


با استفاده از مجموع ریمان داریم که 
ل, ھ(,ء) ۶+ رش(ی) (e,)Ax, +f‏ راصنا > ل(×) ۳ 
0 
بنابرین 
tim (4(3) 3+ 4)2.3(2+...+4):۰2(2 |‏ = 4:4[ 


0ج ہر 


= = lim] 4 )1+2 +3۰ (و+.‎ |= lim | $. ل‎ | 


7ا ہج ہر 


8- 18.1 = مزا 18 سا مھ .26 lim[‏ = 
3 
در نتیحه به دست آمد 18= ×4 4]. 
0 


(زو گرد تس 1 


I. ۷ Ja =, (+) , 1 =const. 
II. TNL > (۸ و‎ (۵ 


۳ (x (۲ | (x (۲ + (x (۲ , ۵ > > 


سس سس 7 تحت 





ریاضی صنف دوازدهمم 


قضیهء اساسی انتگرال: هرگاه (<)گر تابع متمادی درانتروال بستهء[ط , 0] بوده و(<) یک تابع اولیه از () 


b 


| (۲-۳ =Fb)-F(a) , F'()= f(x) 


a 


این قضیه انتگرال های معین و غیرمعین را بهمدیگر مربوط مینماید که محاسبةّ انتگرال معین راساده میسازد. 


مثال ها 
تا 3 32 
و-(! ۱ 8ے 17-)_ 2 ا ] 7 
3l 3 3 3 3‏ 1 
dx --605 | --6097-)-6090( =-)-1(-)-1( =2‏ دم | .3 
0 
وه اج[ ea = |e”‏ | .4 
(e+e”-1ne)-(1+1-1n1)‏ = ۳ رو -1)dx =x +x”‏ 1+2( | .5 
=(e+e”-1)-(1+17-0)=e +e? -3‏ 
روش انقسام در انتیگرال معین 


مشابه انتگرال گیری بروش انقسام دربحث انتگرال غیرمعین, برای انتگرال معین نیز دستور ذیل وجود دارد. 


۷6 ۷) = u(x)v(x) - ا‎ u(x) dx 





مثال 2. ص194 
e” dx = | xe" 1 - eax = € + |e 1 -1-‏ ۳ 
0 0 

تعویض متحول درانتگرال معین 


b 
اگردرانتگرال معین 4۲ () و(()ع) ۶ | تعویض (×)ع = » رادرنظرگیریم» پس 2(۵)"ع = 2 بوده» درینصورت‎ 


داریم که 
(2)0 7 
f) du‏ | هه( [fez‏ 
a 2)0(‏ 








E.‏ هنك دوازدشم 


مثال1. انتگرال ×4 "67 ] راحساب کنید. ص 193 


حل. اگر ×2 =( ×) چ = » وضع کنیم ×24 = ۰0۸ 2- = (1-) چو 2 <(8)1 استہ بنابرین 
ہ1 - ± > 2 < u‏ ۱ 


2 





2 
ا ٣ے‏ = رنه | 1 ودام 4 
و2 21 ٦‏ 
102+ 1 
مثال 2. 
2 - ( )و سے 1 


2 صا‎ ×2 dx =| du = 2+4 = [Inu du =u (Inu —1)| 
۱ 00-1, 2(24)ع‎ | ` 


1+(4)4-1- |(1- 16121 - [(4-1ع)4 - 


سس سا 09 سح 


ریاضی حصنف دوازدھ ےہ ےم 


لکچرشانزدهم 
استگاده از انتگرال معین 
کاربرد انتگرال معین در محاسبه سطوح» احجام دورانی و طول منحنی 
حالت اول. هرگاه تابع متمادی 7 در انتروال [ ۵ ,4]دارای قیمت های منفی نباشند یعنی برای هر × از b|‏ 0 


تاساوات 0 <( ا ۶ سدق کلف ٹس ساعت مطحی کین من (& ۶= ر و سخور ×× با غطرط 2و 
= × احاطه می گردد(شکل 12.7 )ء عبارت است از 


2127 


حالت دوم. اگر تابع متمادی / در انتروال [0 ,4] قیمت های مثبت نداشته باشد یعنی برای هر × از [ط,ہ] 


نامساوات 0 >( ×) گر صدق کته درینصورت مساحت سطح بین منحنی (۴)م]- نزو محور #|شکل 12:6 ] با 
خطوط ۵= × و < × عبارت است از 


تہ ان 4 


مساحت سطع مورد نظر حساب می گردد 





مثلاً برای حالت مطابق شکل فوق ذاریم که 


OE O EE‏ تخر تا 


۲ 9 


ح*س310_ 





ریاضی هنك دوازدشم 


مساحت سطحی که بین گراف های توابع (۴) =f‏ ر , (۲) = زز در انتروال [:4] محصور می گردد مشروط بر 
ینکه () چ < ( / باشد عبارت است از 


4 = [f [(ع-(»6‎ ax 





مثال1. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی ” ر -4 = × و محور 7 احاطه می شود ص 202. 
مثال 2. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی * 2-1-17 ر و محور × احاطه می شود ص202. 
مثال 3. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی 2-3 ×= ر و محور × احاطه می شود ص 203. 
مثال4. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی ×3 - ”×= ر و محور × در انتروال [4 ,1-] احاطه می 
شود ص204. 

مثال 5. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی ×2-” ×= ر و محور × در انتروال [2 ,1-] احاطه می 
شود ص 205. 

مساحت بین دو منحنی 

1. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی های 2 - ×2= ر و ×= ر احاطه می شود ص208. 

2 مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی 2+ ×6- ”×= ر و خط ×-2= « احاطه می شود 
ص208. 

3. مساحت سطحی را محاسبه کنید که بین منحنی های 2+ 4 + ”×-= رو 2+ 277-27 ر احاطه می 
شود ص 208. 

محاسبه سطح و حجم اجسام دورانی: سطحی را در نظر می گیریم که بین گراف تابع متمادی (۲)  <[‏ و 


ور 8 کر توا 2:77 ساط راد 1215 این م ول کو رفا کک وران ل 
نمایده جسم دورانی بوجود می آید. که مساحت (5) و حجم (۴) ازان عبارت اند از 


۵ 0 
سس سس سس 311 ا 


رباضی حنفک دوازده ےم 


5 رآمد۔‎ 1+) 1۲ 7 (r) 


مثال1. حجم کره ص 214 
از دوران نیم دایرة ۶ = ” ر +  "‏ به حول محور ۲ در انتروال  [‏ , 7-] کره به وجود می آید. 
(r? - (۵۲‏ ]2 - 2(0 ”)م | 2 بر dx =| =r”‏ رم |= 4 
(rr -‡r°)- (r 0-‡0°)|=27 (r -‡r°(‏ | 2= 7 رآ وو - 
7+ سے =2r2r‏ 
مثال 2. حجم مخروط ص 214 
حجم مخروطی که شعاع قاعده اش ۶ و ارتفاع آن ۸ باشد» عبارت است از 
+ و - ددم ۲ 
ثبوت. از دوران خط مستقیم ×۳ = ز در انتروال [ /,0]مخروط مذکور به دست می آیده پس 
(Fx ) dx =r x dx‏ امہ۔ =r y dr‏ 4 


2 3 h 











کس دس $+ =r‏ اد برس 
مثال 3. حجم الپسوٹید ص214 
+rab‏ = و ری ے ۲ 
ثبوت. در اثر دوران منحنی 1 = سس ک به حول محور × الپسوئید به وجود می آیدء پس 
م 2 ۸ 2 7 
a b 0 a 0‏ 
نظر عبارت است از 
ad ab ab‏ 
x Jax - 22 6 - ۲ 2 )dx‏ ماج م۔ =r» dx‏ 4 
3 2 ۴ 3 2 2 
a 4‏ 
rab‏ — = ا۔م ہد 2 ٹم ہد (a - x” )dx‏ | 2۸ 
a 3 o 0 3‏ 0 
4 2 
*0- 2ظ 227 
a 3 3‏ 


بسلد------سصس.+ص لت تک 7و 











ELD.‏ حنف دوازدشهم 


مثال2. حجم جسمی را که در اثر دوران منحنی 2/25 « به دور محور × در انتروال [3 , 0] بوجود می آید. 
محاسبه کنید. شکل ص 215 


حل: طبق دستور حجم جسم داده شده عبارت است از 
j ar = | 2rd‏ ام = dx‏ رم = ۳ 
a 0 0‏ 
2-2 () 27 - ۳ 27 سے ]+2 
0 


محاسبه طول منحنی ها: طول منحنی (۲)  <[‏ که بین دو نقطهً =٩‏ × تا < × محدود باشد. عبارت 


b 
=| ۱+) ۵ 


و اگر منحنی ذریعه معادلات پارامتریک (۶)  <‏ و() چ = ر داده شده باشد» طول منحنی بین دو نقطةً 


4= × تا < × عبارت است از 
O a= ۱ +l ۵‏ | ۱ 


یادداشت. فورمول اخیر از ارائه پارامتریک منحنی ها استفاده شده در حالیکه این موضوع در پروگرام مکتب مطرح 
نشده بنابرین از سویه معمولی شاگردان خارج است 

محاسبه محیط دايره. 

دایرة با شعاع ۲ دارای معادله 7۶ < ” ر + ” × در مختصات قایم است. اما معادلات پارامتریک آن 


X =r cost 
می باشد» طول نصف محیط دایره عبارت است از‎ 


1= ١ [(م)'‎ + ]«۲)/([ 4 = ۳9 cost 7 ۳ sint 2.۳ 
۲ f lr (-sint )] + [r cost dt = ۳ 1971 + 609*101 = r dı 


1 
۳ <ے ار = 


y =r 171 


لهذا طول نصف محیط محیط دایر 77 و دو چند آن طول محیط دایر می باشد یعنی 


CS 7۳ 
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رباضی صنف دوازده مر 

ار تباط مفاهیم احتمالات و احصائیه 

قبل ازاینکه ارتباط مفاهیم احتمالات را در احصائیه مطالعه نمایم در مرحله اول بعصضی مفاهیم مقدماتی احتمالات را 
مورد بررسی قرار داده و سپس به مطالعه احتمالات می پردازیم و سپس ارتباط مفاهیم احتمالات و احصائیه می بنیم. 
حوادث اتفاقی: حوادث که وقوع یا عدم وقوع آنها قابل پیشگوی قطی نبوده و به عوامل مربوط گردند که خارج از 
کنترول و نظارت ما باشند بنام حوادث اتفاقی یاد میگردند. مثلاً اگر یک سکه کاملاً متجانس را بدون تمایلات شخصی 
به بالا پرتاب نمائیم تا وقتیکه سکه روی سطح زمین قرار نگرفته بصورت قطعی پیشگوی کرده نميتوانيم که سکه شیر 
خواهد آمد یا خطء پس دراین جا دو حادثه اتفاقی وجود دارد شیر آمدن وخط آمدن سکه. 

تجربه: هر عمل یا واقعه بیطرفانه. قابل تکرار که باعث ایجاد حوادث اتفاقی میگردد تجربه نامیده میشود. مثلاً انداختن 
یک سکه متجانس بدون تمایلات شخصی بالای سطح زمین جهت کدام نتیجه گیری خاص یک تجربه است. 

حالات ممکنه یک تجربه: هر تحربه متشکل از یک تعداد حالات میباشد که وقوع تنها یکی از آنها حتمی میباشد 
چنین حالات را بنام حالات ممکنه یک تجربه باد مینمایند. مثلاً در انداختن یک سکه متحانس دو حالت ممکنه وجود 
حالات مساعد: هر حادثه اتفاقی در یک تجربه متشکل از یک تعداد حالات ممکنه این تجربه میباشد و چنین حالات 
را که ظاهر شدن هر یک از آنها باعث وقوع حادثه میگردد بنام حالات مساعد این حادثه اتفاقی یاد میگردد. مثلاً در 
انداختن یک سکه متحانس شیر آمدن یک سکه حادثه اتفاقی است» دراین تجربه دو حالت ممکنه (شیرو خط) وجود دارد 
و یک حالت مساعد برای حادثه شیر آمدن سکه وجود دارد که شیر آمدن سکه پرتاب شده میباشد. 

حالات ممکنه متساوی الاحتمال: حالات ممکنه یک تجربه را متساوی الاحتمال میگوید. درصورتیکه با بررسی 
کلیه جوانب این تجربه نتوان دلیلی پیداکرد که امکان وقوع یکی از این حالات بیشتر از دیگر آن باشد. مثلاً در تجربه 
انداختن یک سکه متحانس دو حالت ممکنه متساوی الاحتمال (شیر آمدن و خط آمدن سکه) وجود دارد. 

تعریف احتمال: اگر دریک تجربه محدود تعداد حالات ممکنه آن 7 و برای یک حادثه اتفاقی مشخص 4 حالات 
مساعد آن 78 باشد پس احتمال وقوع حادثه اتفاقی 4 که بشکل (2)4 نشان داده میشود بشکل ذیل تعریف 
میگردد: 


7 5 تعداد حالات مساعد حادثه اتفاقی ۸ 0 )۶)۸ 


71 تعداد حالات ممکنه تجربه 
مثلاً در تجربه اندختن یک سکه متجانس احتمال خط آمدن آن قرار دیل است. 


4 : حادثه اتفاقی خط آمدن سکه در اثر انحام تحربه انداختن یک سکه: 


ج = 2 = (4 )۳ 
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ریاخی حنف دوازدھے 
فضای نمونه یک تجربه: 
فضایی نمونه یک تجربه عبارت از یک ست ٩‏ است» طوریکه هر یک از حالات ممکنه تجربه فقط به یک عنصر این 
ست مطابقت داشته باشد. 
عناصر ست 5 را تقاط ثموئه فضانی تجربه مینامندو مثلاً فضایی نمونه تجربه انداختن ذو سک طوریکه شیر آمدن سکه 
را توسط صرف 7 و خط آمدن سکه را توسط صرف 7 نمایش میدهیم عبارت است از: 

S = {HH , ۲۲,۲1۲ ,77( 

تعریف متحول تصادفی: 
تابح حقیقی × از فضایی نمونه ٩‏ در ست اعداد 6 را متحول تصادفی مینامند طوریکه اصل هر انتروال اعداد حقیقی 
یک حادثه تصادفی در 5 باشد. 


و یا متحولی که قیمت های ممکنه آن اعداد حقیقی مشخص کننده حوادث اتفاقی حاصل از یک تجربه باشد بنام 
متحول تصادفی یاد میشود که توسط حروف بزرگ الفبا مانند ×, ۲ ,۰۰,2 و قیمت های ممکنه آن توسط حروف 
کوچک الفبا مانند × , ل , 2 ,۰۰۰ نمایش داده میشود. 


مثلاً اگر یک سکه را ده دفعه به منظور شیر آمدن پرتاب نمائیم در اینصورت اگر ظهور شیر ها را در این تجربه به 
متحول تصادفی کل نشان دهیم پس قیمت های ممکنه آن عبارت است از 


Xx = 0,1,2, 3, 4, 5, 6,7,0‏ 
تعر پف: یک متحول تصادفی ۸6 که قیمت های ممکنه آن عدد حقیقی محدود مانند 
پر مب و ون ند 


یا اعداد حقیقی غیر محدود قابل شمارش مانند ... , رد , ,باشد بنام متحول تصادفی مجزا یاد میشود. مثلاً بروز 
تعداد شیرها در تجربه پرتاب سکه متجانس. 


تعریف: فرضاً 6 یک متحول تصادفی مجزا باشد دراینصورت ست جوره های (()ر ,) را تابع احتمال تصادفی 
مجزا ٭ با قیمت های ممکنه × گویند طوریکه: 


۱.7 )*۲(< 0 ۴ ۳ 


2. > £ (x)= 
x 


3. P(X = x)= f(x») 


حل: فضایی نمونه انداختن سه سکه است از: 


/ »سس 


رباضی حنفک دوازده مر 
S = {HHH , HTH , HHT ,THH ,TTT ,TTH ,THT ,HTT}‏ 


1 
دیده میشود که ؟ دارای 8 تقطه نمونه است پس عدد ۾ را بحیث احتمال وقوع ھریک از حوادث تصادفی نسبت 


نتیجه تجربه از نظر تعداد شیرها وقوع یکی از حوادث تصادفی آمدن تعداد 690 و3 شیر میباشد پس تابع احتمال 


تجربه متذکره عبارت است از: 
و30( 


تعریف: فرضاً × یک متحول تصادفی مجزا باقیمت های ممکنه رد , ..., 


[ ی 


را بنام تابع توزیع احتمال یاد میکنند و (زد>2)۲ = (زد) = ۴ . 


× , × باشد ست جوره های مرتب 


مثال: در تحربه انداختن سه سکه تابع احتمال و تابح توزیع احتمال تعداد شیرها را مشخص سازید. 


حل: تابع احتمال تجربه انداختن سه سکه از نظر تعداد شیرها عبارت از 


ہج 
۰3 امہ 


که جدول قیمت های آن قرار ذیل است. 

















E.‏ حنف دوازدشم 


9 
> 0 
1> ک0 : ۲ 
2> کا = F(x)‏ 
3> ک2 ۲ 1 
X23‏ ۲ 1 


کرک کر سائف را مول سای سا کرد خر مره ا کیت عق مه رک انا 
اعداد حفیقی [a,b ],a Zb,a,be R‏ را اختیار نموده بتواند. 


تابع احتمال متحول تصادفی متمادی: 
تابع () بالای ر 18 را تابع احتمال متحول تصادفی متمادی × گویند در صورتیکه شرایط ذیل را صدق کند. 
> ۷۴ 0 <()7 .1 


2. 7 J (x)dx=1 


00— 
b‏ 
Pla<X<b)= | f (x)dx‏ .3 
0 
کال با استفاده از معلومات فوق مئ خواهیم ارتباط اکمالات و احصائیه تحت مطالعه قرار میدهیم. 
تابع توزیع احتمال متحول تصادفی میمادی: 
تابع توزیع احتمال متحول تصادفی متمادی × با تابح احتمال (×) ۶ عبارت است از 


Fl) رک را‎ f F(a 


از تعریف فوق میتوان استنباط کرد که: 
<b=F(b)-F(a) , a,beR‏ 7 >( .1 


7/2 8 اف 2 


سس سس 7 سس .نٹ سس سس 


رساضی صنف دوازدش مر 
تعریف: فرضاً × یک متحول تصادفی مجزا با قیمت های ممکنه رد , ... , رد , مد بوده و احتمال نظیر این 
قیمت های ممکنه باترتیب ( ہرد ۶ ۰ ...,(وع) ۶ , (د) ۶ باشد اوسط حسابی متحول تصادفی × که به (۸5)ط 
نمایش داده میشود» عبارت است از: 

11 

E(X)= > xif (ود)‎ 

i=1 

هرگاه 26 یک متحول تصادفی متمادی با تابع احتمال (×) ۶ باشد اوسط حسابی متحول تصادفی × عبارت است از: 


E(%)= Î xf (x)dx 


خواص اوسط حسابی: 
هرگاه 2 ثایت باشد. 

< (ه) 7 .1 

2. ۲ 7 (X)+b 

3. E(¥+y)= )+E(y) 

4. E(X-»)=E(X)»E(0) 


تعریف: ضا یک متحول تصادفی با تابع احتمال (×)/ و اوسط حسابی (×) باشد واریانس 2 که به 
(Xx)‏ 7۲ نمایش داده میشود عبارت است از: 


طوریکه ۸ یک متحول تصادفی مجزا باشد. و 
2 2 
var(x)= E(x -E())”) = J (e-E() Jf (ax‏ 
مہ 
طوریکه ۷ یک متحول تصادفی متمادی باشدہ 
ناگفته نماند که جذرالمربع مثبت واریانس را انحراف معیاری نامیده اند. 


خواص واریانس: 





E.‏ حنف دوازدشم 


3. Var (ax) = a J), aeR 

4. Var(aX +b)= a Var(X) , a,b eR 
5. Var(X + y) = Var(X) + Var(y) 

1. Var(x)>0 


توزیع دوحده: هرگاه منظور از انجام یک تجربه وقوع (کامیابی) و یا عدم وقوع (ناکامی) یک حادثه تصادفی مشخص 
باشد, چنین تجربه را یک تجربه برنولی مینامند. نتیجه هر تجربه برنولی به یکی از دو حالت وقوع حادثه تصادفی مورد 
نظر (کامیابی) ویاعدم وقوع حادثه مورد نظر (ناکامی) می انجامد. 


یک جود وا ابا ت سین فیط رت مکی کر اسرد آضان کاپ 7ا 
احتمال ناکامی (2 -1) = ۾ باشد اجزا نمائیم. آنرا توزیع دوحده مینامند و بشکل (7,8,7) 5 نمایش دادہ 
میشود که درآن ] تعداد کامیابی هاء 7 تعداد تکرار تجربه و ۶ احتمال یک کامیابی رانشان میدھد. ازطرف دیگر 
چون احتمال ا کامیابی برای «,...,0,1,2 < 6 نظیر حدود انکشاف دوحده "(۳ +9) است کیل دیگری به 
مسمی نمودن آن به توزیع دوحده نیز میباشد یعنی: 

1 

b(k,n,P)‏ > = ۳( +ه) 

k=0 
مثلاً چند دفعه انداختن دوسکه از نظر جفت شیر آمدن» چند بار گرفتن یک مهره از یک جعبه که حاوی مهره های سیاه‎ 
و سفید است از نظر سفید بودن مهره (مهره گرفته شده هربار دوباره به جعبه برگردانیده شود).‎ 
4 قضیه: هر گاه یک ترادف تجارب برنولی متشکل از 7 تجربه و در هر تجربه احتمال کامیابی ۶ و احتمال ناکامی‎ 
باشد پس احتمال فقط ۸ کامیابی دراین 78 تجربه عبارت است از:‎ 

- ۱ - | ٤ 
P(X =) =b(kn.P)= (1) p jn -۸ 
0/7 , neR 


خاصیت های توزیع دوحده: 
kq‏ 


٥)۸ , ۸ , ۶( .5‏ دارای قیمت اعظمی است در صورتیکه ۲ (1+ ۸) = ۸ باشد. 
6 اوسط حسابی توزیع دوحده مساوی به (n۰ P)‏ ایت 
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رباضی حنفک دوازدھم ںےم 


توزیع پایسون: این توزیع به افتخار ریاضیدان فرانسوی پایسون (۵۶5۶0) مسمی است که از طرف موصوف درسال 
7 با مشخصات ذیل معرفی گردید. 
1 یک تخمین حدی توزیع دوحده (2 , ۸ ,)2 که درآن احتمال یک کامیابی (7) خیلی کوچک و تعداد 
دفعات تکرار آزمايش («) خیلی بزرگ و ضمناً ورے ۸۰ معین باشد. 
2 حوادث تصادفی دریک انتروال مشخص دریک وقفه زمان یا فاصله یا ناحیه به وقوع بپیوندده چنین حوادث 
تصادفی میتواند تعداد مخابره های تیلفونی فنی دقیقه در یک سویچ بورد تعداد تولدات اطفال دکور در ظرف 
یک سال دریک شهر معین,ء تعداد مطالبات اشخاص بیمه در یک وقت معین ازکمپنی وغیره میباشد. 
بیشتر احصائیه دانان به این عقیده اند که اگر 0,05 > ری 20 < 7 باشد استفاده ازاین توزیع نتایج خویی را بار 
میاورد» اما حقیقت آن است که به هر اندازه که ۶ خیلی کوچک» 71 خیلی بزرگ و ۸ = 7۰7 معین باشد استفاده 
ازاین توزیع بهتر به نظر میرسد. 
حال فرض میکنیم که ۶-0 , 1<۵ و ب ج 7۳ ثابت و معین باشد» پس شکل حدی توزیع دوحده 
(۶ ,۸, )۵ که بنام توزیع پایسون یاد میشوده عبارت است از: 


لس ۲ 


lim(X,n, P) = 





= 02, 
0 


توزیع پایسون را بنام قانون اعداد کوچک با توزیع حوادث تصادفی نادر نیز یاد میکنند که در سه حالت علوم مختلف 
مال پوو فیک ادا رخ و سرچ و غیرہ وسا قال اسفانہ میناد 
خواص توزیع پایسون: 
1 اوسط حسابی توزیع پایسون مساوی است به ب =( .٤)×‏ 
2 واربانس توزیع پایسون عبارت است از ب = ( ×) ۰۷۵۳ 
توزیع نارمل: 
توزیع نارمل یکی از مهمترین توزیعات احتمال است که در احصائبه از آن بیشتر استفاده به عمل میاید» گراف آن شکل 


زنگوله را دارا بوده که بنام منحنی نارمل یاد مبشود از این منحنی در توضیح و تشریح بسیاری پدیده های که در 


تحقیقات علمی و غیرہ این منحنے خیلی مددگار است. 
معادله منحنی نارمل در سال 1733 توسط دیموور (01101076) عرضه گردید ولی ابداع آن به ریاضیدان جرمنی 
گاوس (00:95) تعلق گرفت به همین علت این منحنی را امروز بنام منحنی گاوس میشناسند. 
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ریاضی حنف دوازدشم 
گاوس معادله منحنی نارمل را بصورت مستقل زمانی که مصروف مطالعه خبط حاصله در اندازه گیری مکرر یک مقدار 
بود کشف نمود. 
معادله توزیع احتمال متحول نارمل مربوط به پارامترهای ۸4 و ۵ میباشد که ۸4 اوسط حسابی و ۵ انحراف معیاری 
آنرا نشان میدهد و به شکل ( ۰۸,6 2) 7 نمایش داده میشود. 
تعریف: تایع احتمال متحول تصادفی تارمل 26 با لو سظط حسایی ۸۶ و وارانس *6 عبارت است از 

(8) = تو‎ 
n(X, 1,6) - سس‎ e ۶ 
0/27 


است طوریکه ٥‏ > × > 00-- میباشد. 
خواص توزیع نارمل: 
1. مود منحنی نارمل عبارت از نقطه بالای محور کت است که به اذا آن منحنی دارای قیمت اعظمی میگردد. 
یعنی ۸۸ = 1006. 
2 نقاط انعطاف منحنی نارمل عبارت از ((قی۸ , n(u+5‏ ۰ 8) میباشد یعنی ۵ ۸۸ = ×. 
3. به هراندازه که از اوسط حسابی (م) به هر دوجهت دور میشویم به همان اندازه منحنی نارمل خورد به 
محور ۸ ها نزدیکتر میسازد ولی هیچگاه محور ۲ ها را قطع نمی نماید. 
4 مساحت تحت منحنی نارمل و بالای محور × ها مساوی به یک واحد میباشد. 
مساحات تحت منحنی نارمل: 
منظور ار ترسیم گراف منحنی هر توزیع احتمال یا تابع احتمال دریافت مساحت تحت همان منحنی است که بین قیمت 
های ,× = × و رد = 2 محاط گردیده میباشد. مساحت حاصله عبارت از احتمال قیمت های ممکنه تصارفی × 
میباشد که بین ,× = × و رد = 2 قیمت اختیاری نموده میتوانده بنابراین منحنی نارمل 
2 
۲-0 
dx‏ ٭ [e‏ 
20 ۴ 


نمایندگی از مساحت ساحه منحنی نارمل است که بین ,× و رد تحت منحنی محدود گردیده است. 


4 سس 





ریاضی حصنف دوازدھم ہم 
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۶ به لے = 2 ماقادر به تبدیل تمام مشاهدات هر متحول تصارفی نارمل 2 به یک ست جدید مشاهدات 
متحول تصادفی نارمل 2 با اوسط حسابی 0 = ۸ و انحراف معیاری 1= ۵ میگردیم. پس هر گاه قیمت ممکنه 
متحول تصادفی نارمل ٭ بین ,× = ٭ ویند = ٭ واقع گردد با قیمت متحول تصادفی 7 بین سک = ,2 و 
= 2 مطابق مینماید و در نتیجه میتوائیم بنوسیم که 


-1¥- 
اگ یہ 





1 2 
Pe) je 2° dx 
57 7 
_2 
و ,ا‎ 
کے‎ dı 
N2r ٤ 
22 
= 1 n(z,0,1)dz = P(z, >> او‎ 
1 
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در نبود لابراتوار 





تجارب ریاضی در نبود [ابرانوار 
تجارب مضمون ریاضی 


درس اول 


اکزودن جوره های اعداد 


1 هر یک از بازی کننده یک توته حاوی نمبرها و تعدادی از لوبیا ها را با خود دارند. 

2 بازی کننده اول دو "دایس" یا مهره را بالای توته حاوی نمبر ها دور میدهد. و لوبیا ها را برای پوشانیدن اعداد 
بکار میبرد. 

او یک دانه لوبیا را بالای نمبر دور داده شده اش گذاشته میتواند و او دو دانه لوبیا را بالای یک جوره از اعداد گذاشته که 

با عدد دور داده اضافه خواهد شد. 

در صورتیکه به دایس و یا مهره دسترسی ندارید میتوانید از دیگر اجناس نمبر دار استفاده نمایید. در صفحات بعدی 

نمونه آنرا میتوانید مشاهده نمایید. 

مثال: نمبر دور داده شده روی دایس عدد "7" میباشد. در اینصورت بازی کننده میتواند دانه های لوبیا را بحای آن 

بگذارد. جدول (1 و 2) 





خاول 2 


3. هر کدام از بازی کنندہ ها عین عمل را انجام میدھد. 
4 اگر بازی کنندہ یی نمبریرا دور میدھد و نمیتواند که بازی را نسبت پوشیدہ بودن محل (جای خالی) از آن خود 
نماید از بازی خارج میشود. 


6+2=8 


g0 و‎ 0©, 6 ©0; O, ©, 2 رھ‎ 














6. وقتیکه تمام بازی کننده گان خارج شدند اعداد را مقایسه نمایید در اینصورت کمترین نمره برنده است. 


به عوض دایس میتوانید از پنسل ها و یا سر پوش بوتل ها کار بگیرید. تصویر (1) 


ووي 
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درس دوم 


زنبورضا و هندسه 


مفاهیم اساسی علم ریاضی 


در یک خانه زنبور عسل, تمامی خانه ها یا حجرات آنرا شش ضلعی ها تشکیل می دهد. زنبورها می دانند که این 
بهترین شکل برای آنها می باشد. چرا آنها شش ضلعی را نسبت به اشکال دیگر برای استفاده ترجیح می دهند؟ در این 
درس ما از دو شکل برای کشف و بیان موضوع استفاده می نماییم. 

مقدمه 


زنبورها خانه های خود را از موم می سازند. تصویر (1) آنها موم را که تشکیل داده به 

شکل شش ضلعی در می آورند که با هم وصل می گردند. زنبور ها شيرة گل ها را KH‏ 
جمع آوری می کنند که بعضی از عصاره ها برای تولید عسل به کار میرود. ولی بعضی 
از عصاره ها در بدن زنبور ها به موم مبدل می گردد. آنها هزاران بار به طرف گل ها 
می روند تا به قدر کافی عصاره را برای تولید موم بمکند. 


موم از یک نوع غده مومی که در بدن زنبورها می باشد به وجود می آید. زنبور بعدا موم 


ضلعی را یک حجره می نامند. با پیوند دادن همه حجرات با هم یک شانه عسل به وجود می آید. 





شانه عسل یک ساختمان معجزه آسا می باشد. این حجرات در دو طرف آن قرار دارند. حجرات 
جس ڈو طرت رد تھا وا مان کسی لاجر ای طرف 
موقعیت دارد دقیقاً مرکز شش ضلعی دیگری می باشد که در عقب آن موقعیت دارد و از همین 
سی شاه شا گم اق ن درا عن ر از مق بان ا ادا 
همین لحاظ عسل از آن نمی ریزد. تصویر (2) 





از آن جایکه آنها سفر های بی شماری را برای دریافت عصاره و مبدل نمودن آن به موم تصویر (2) 

انجام میدهند. شانه زنبور را بسیار باریک می سازند. اگر آنها از موم کم استفاده نماینده مجبور به سفر بیش از حد 
برای اخذ عصاره ها نخواهند بود و پرورش دهنده گان زنبور همین را خوش دارند. این بدین معنی است که زنبورها 
عصاره بیشتر را برای تولید عسل مصرف می نمایند. 


کدام شکل عسل زیادی را در خود نگھمیدارد؟ رن( 


تصویر (3) 
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تجارب ریاخی نبود لابراتوار 
از لوبیا برای اندازه نمودن ظرفیت تو شکل با شعاع های مساوی استفاده نمایید: (دایره و شش ضلعی). تصویر (3) در 
حقیقت. ما باید حجم را نسبت به مساحت مقایسه نماییمء لیکن نتیجه بايد مشابه باشند. با احتیاط دانه های لوبیا را در 


میان هر شکل قرار دهید و نگذارید تا از محیط آن تحاوز نماید. بخاطریکه عسل در خارج حجرہ ذخیره شده نمی تواند. 
دانه های لوبیا را به شکل بسیار نزدیک بدون آنکه بالای یکدیگر قرار دهید محکم بسته بندی نمایید. بعداً دانه های 


شما دریافت خواهد نمود که دایره ها مقدار زیادی از دانه های لوبیا را نسبت به شش ضلعی در خود جاگزین می سازند. اگر 
دایره ها مقدار زیادی از دانه های لوبیا را در خود جا می دهند پس چرا زنبورها از شش ضلعی استفاده می نمایند؟ شاگردان را 
اجازه دهید تا جوابات خود را ارائه نمایند. 
۵ شش ضلعی ها به طور محکم با هم می چسیند» ولی دایره ها این خاصیت را ندارند. از همین لحاظ کند و 
دارای فضای اضافی می باشد. 
٩‏ از آن جایکه دایره ها در یک نقطه با هم در تماس اند. تقاطع شش ضلعی ها نسبت به دایره ها قویتر اند. این 
آسانتر خواهد بود تا شانه عسل را که از دایرہ ها تشکیل شده باشد شکست. (دایره هایکه با یکدیگر تماس 
دارند بنام دایرہ های مماس یاد می گردد). 
سوّالات 
1 موم زنبور از کجا به وجود می آید؟ (زنبورها باید آنرا بسازندہ توسط عصاره گل هاء بعداً همان عصاره ها به موم مبدل 
می گردد). 
2. پرورش دهندگان زنبور کوشش می کنند تا عسل را بدون تخریب شانه های عسل استخراج نمایند. آنها شانه های 
عسل را برای استفاده دوباره در اختیار زنبور ها قرار می دهند. چرا؟ (اگر زنبور ها دوباره مجبور به دوباره ساختن شانه 
های عسل نگردند. عصاره زیادی برای تولید عسل بدست خواهد آمد). 
3 چرا شش ضلعی ها نسبت به دایره ها برای شانه های عسل شکل بهتری است؟ (زیرا آنها قویتر می باشند و فضاه را 
به طور موّثرانه استفاده می نماید). 
4 دو طرفه بودن شانه های عسل در قوی ساختن حجرات چطور عمل می نماید؟ (کناره های از شش ضلعی که در 
این طرف موقعیت دارد دق مرکا شنگن .ضاعی ذیگری ہی باشد کہ در عقب آن موقعیت دارد). 


5. چرا بسیاری از زنبور ها شانه های عسل شان را در بهار و اوایل ماه های تابستان تشکیل می دهند؟ (اين زمانی 
است که نباتات و درختان میوه دارای شگوفه های زیادی می باشند). 


7: 





اصطلاح اساسی ریاضی 


شما بهتر میدانید که در تیپ ریکاردر ها معمولاً نوار مقناطیسی را جهت ثبت صوت بکار میبرند. در صورت دقت میتوانید 
مشاهده نماید که در تیپ ریکاردر ها آنقدر محل وسیع برای چرخ دادن و پیچاندن نوار 
وجود ندارد. یکی از انجینران کشف نمود که میتواند بدون اينکه طول تیپ و یا جسامت 





2 7 1 
در یکی از دکانها نجاری ماشینی را برای پالش که در ان نوار سایدن چوب وجود داشت ۰« 


بکار میبرد در حالیکه نوار وی به زودی کهنه میگردید و ایجاب مینمود که باید آنرا تعویض نماید. برای رفع این مشکل 
شخصی در همان دکان نجاری نظر خوبی را دریافت نمود. وی نوار متفاوت را طرح نمود که میتوانست در همان ماشین 
بخوبی تطابق نماید. نواری که وی دریافت نمود میتوانست برای مدت طولانی دوام 

نماید. بیائید از خود بپرسیم که وی چطور آن نوار را به این نوار دلخواه تعویض نمود؟ ۱ 

وی دریافت که اگر نوار را "قات" نمائید نوار میتواند برای مدت طویلتری مورد استفاده 
قرار گیرد. تصویر (1) که این را بنام "نوارپیچی موبیوس" یاد مینماییم. مطابق این 
پرنسیب نوار عوض داشتن دو روی صرف دارای یک روی میباشد. شما نیز بخوبی 
میتوانید این تجربه را برایتان انجام دهید. 

شما میتوانید کاغذ را به دو توته های طولانی مانند نوار طویل قطع نمائید و هر دو انجام 
آنرا با هم تیپ نموده توسط قلم تان سعی نمائید به دور نوار حلقه شده خط بکشید. در 
بوده ولی روی دیگر آن بدون خط باقی میماند. از اینرو میتوان گفت که این نوار دارای دو 
روی میباشد. 


خالا با استفاده از "نوار موبیوس" در وقت قات نمودن نوار آنرا قات نموده بدا با هم وصل 
نمائید در اینصورت باز هم قلم تانرا گرفته و خط بکشید در اینصورت شما ملاحظه خواهید 





نوار شما صرف دارای یک روی میباشد و بس. 
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غالا شما متتائد بد تضاهت اظہار کارید که این تار شما در ناس شرف کارا یک ری شاف وذو اضعا دو ید 
نسبت به نوار اولی طویلتر کار میدھد. 
نوار موبیوس دارای بعضی خصوصیات حیرت اور دیگر نیز میباشد: 
1. نوار را شما با هم وصل نموده اید تا آخر قطع نمائید. تصویر (2) مشاهده نمائید که 
چی واقع میشود؟ (نوار شما به دو نوار مختلف تبدیل میگردد. شما میتوانید که این 
را امتحان نمائید و خود تجربه نمائید. 
2 خط موبیس را که ترسیم نموده اید الی مرکز قطع نمایید تصویر (3) فکر نمایید که 
چی وافع خواهد شد؟ ممکن شاگردان اظهار دارند که نوار به دو نوار تبدیل میشود. 
آنرا بررسی نمایید. 
3. نوار قات شده هرگز به دو نوار تبدیل نمیگردد و در واقعیت امر این منحیث یک 
نوار کار میکند. تصویر (4) 





تصویر (4) 
حالا این تجربه را انجام دهید 


1. حاله یک موبیس دیگر بسازید و الی طول اخیر دو خط ترسیم نمایید طوریکه موییس را به سوم حصه تقسیم نماید. تصویر 


E 5) 





تصویر (5) 


تصویر (6) اولاً پیشگویی نمایید و بعداً این تجربه را امتحان نمایید. 
3. در نتیجه خواهید دید که دو نوار با هم پیوسته بوجود می آید. تصویر (7) 
این تحربه 9 با پرنسیب بنام ریاضی دان Mobius‏ (موییوس) باد گردیدہ ات باید 
میباشند. زیرا از این طریق میتوانند یک نوار را بطور دوچند آن مورد استفاده قرار 
دهند. 
خانم ها میتوانند که چادر شانرا مطابق این دست آورد علمی و یا تجربه علمی قات دار تصویر (6) 
بپوشند در اینصورت چادر شان به نجوه خوبی بالای شانه های شان خواهد افتید. 





ارزیابی: 
از شاگردی تقاضا نمائید که مفیدیت این تجربه را به شاگرد جدید شرح نماید. و خصوصیات آنرا بطور مفصل برای 
شاگرد جدید توضیح دهد. 
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دریافت های متزاید 


و یا بیشتر از آن تقسیم نماید. 

بدا مطایق همین خطوط نوار را قیچی نمائید و یاداشت نمائید که هر دفعه چی واقع میشود؟ 
بعد از ملاحظه و دقت میتوانید پیشگویی نمائید. که چطور میتوانید که این نوار را به قسمت 
های زیادتر تقسیم نمائید. 





تصویر (7) 
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تجارب ریاضی نبود [ابراتوار 


درس چهارم 
تالیس و سنونهای در محر 


تالیس که 2500 سال قبل زنده گی می کرد. یک تجار و عالم بود. علاقه و کنجکاوی 
او باعث شد که به جاهای زیاد سفر نماید. یکی از سفر های او به مصر بود. نامبرده 
بالای اهرام بالا شد و از مقبره فرعون دیدن نمود. روزی او در کنار یک ستون بلند 
ایستاده شد. تصویر (1) 

قبل ازینکه داستان بیشتر توضیح گردد باید گفت که روابط میان مصریها و یونانی ها 
خوب نبود. یونانی ها دارای قدرت بیشتر بوده و حکومت مصریها را کنترول می نمودند 


که بات کثر مض ماس کرد 
الس ک مد اتی و ان کرک مر می نوی یکسا واه 2 ۱ 8 


دادن جاهای تازیخی مصر از را کزان تما "ید این اهرام نگاه کنید!" آنا با بالیدخ تصویر (1) 


بخود میگفتند. "اینها را هزار ها سال قبل ازینکه یونانیها نوشتن و خواندن را بدانند اعمار نمودیم." در نزدیکی ستونها 
گفتند "و به این ستونهای جالب مملکت ما بی بینید. اینها برای معلوم کردن وقت استفاده می شد ما ساعت را کشف 


کردیم۔'' 


تالیس که خاموش ایستادہ بودہ به ستون دقیق نگاه می کرد. ''ارتفاع این چقدر است؟'' او پرسید. 





تالیس که طبعیتاً کنجکاو بود میخواست درباره همه چیز بدانده مصریها گیچ خوردند و پذیرفتند که ارتفاع آنرا نمی 
۲۳ 

تالیس در اطراف ستون قدم زد و هر زاویه آنرا به دقت مشاهده نمود. 

آن یک روز آفتابی و گرم بو ولی ستون سایه طویلی را انداخته بود و از روی این سایه ساعت را می دانستند. مصریها 
ازین عمل او متعجب گردیدند. دیری نگذشت که او گفت» "من ارتفاع ستون را می دانم." او اندازه آنرا به کیوبیت که 
واحد اندازه گیری در آن وقت بود دریافت نمود. ولی چگونه او ارتفاع آنرا دریافت؟ 

جواب: تالیس بلندی قد خود را میدانست. هنگامیکه او در اطراف ستون قدم میزد با استفاده از توان مشاهده او توانست 
که اندازه بلندی قد خود را دریابد. او نسبت بین سایه و بلندی خود را در ذهنش حساب نمود. 

او می دانست که این نسبت مشابه به نسبت بین سایه و بلندی دیگر اشیا می باشد. او با استفاده از سایه ستون توانست 
بلندی آنرا در ذهنش دریابد. 

چگونه سایه اش را بدون کدام وسیله اندازه نمود؟ او شاید با استفاده از قدمهایش آنرا اندازه کرده باشد. 
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درس پنجم 
نسبت ها و سایه ها 


مفاهیم عمومی ریاضی: استفاده عملی نسبت ها و مثلثهای قایم الزاویه 
بعضی اوقات مردم میخواهند تا ارتفاع یک شی را که مستقیماً نمیتوانند اندازه کنند بدانند. طوریکه شاید بالا شدن به آن 
شی و ماده شر ها آنکان پذیر باقند 

بلند ترین درختان دنیا در کلیفورنیا موقعیت دارند. این درختان چوب سرخ به ارتفاع بیشتر از 120 متر بلند میرویند که 
بالا شدن به آنها امکان پذیر نیست (اگر چه بعضی اشخاص این توانائی را دارند) و یقیناً برای تعین ارتفاع آنها استفاده از 
متر ممکن نبوده و هنوز دانشمندان بسیار علاقمند هستند تا ارتفاع مشخص آنها را بدانند. 

طراحان نقشه میخواهند تا ارتفاع کوه ها را بدانند. یک رنگمال میخواهد بداند تا یک خانه چقدر بلند است. تا بتواند 
مقدار رنگ مورد ضرورت را برآورد نماید. یک مرد میخواهد که بیرق را در یک پایه آویزان 
اا الا ارقاعات بلند آنه که انتازہ مون اها یہ شکل مشق مکن مس قائل 
ذکر انت آرلکه علم رراضی طررق را برای اننازہ کرد آنا دریائتہ آست: 

قبل از توضیحات بیشتر در مورد این درس بیان داستان اهرام مصر و تالیس (7110165) 
برای شاگردان دلچسپ خواهد باشد. (صفحات بعدی را مشاهده کنید). 

شما میتوانید از نسبت ها و سایه ها برای دریافت ارتفاع یک شی استفاده نمائید. تصویر 
(1) در اینجا بعضی از اساساتی وجود دارد که شما باید از آنها استفاده نمائید: 





1. آفتاب مساویانه بالای تمام آشیأً میتابد و در فاصله بسیار دور از زمین قرار دارد. 
هر چند شعاع آن به زاویه بسیار خفیف بالای زمین می تابد. ولی ما هنوز فکر 
میکنیم که شعاع آفتاب بشکل موازی به زمین میرسد. 


2 بنابرین سایه یک شی ارتباط مساویانه با سایه یک شی دیگر دارد. تصویر (2) 





گردند. 





به عبارت دیگر: 


ض-ے-ےے ووي 
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ا اگر طول سایه ما دو برابر قد ما باشد» پس سایه های اشیایی دیگر نیز دو چند آنها خواهند بود. باید یاد آور شد 


که سایه ها در وقت معین روز اندازه گردیده باشند. تصویر (3) 
ب. اگر طول سایه ما 2/3 برابر به قد ما باشد» طول سایه های اشیایی دیگر نیز 
3 برابر آنها خواهند بود. باز هم باید گفت که سایه ها در یک وقت معین روز 


اندازه گردیده باشند. 





برای شاگردان این معلومات را بیان نمودہ سپس از شاگردان بخواھید تا در بارہ ان بی 
اندیشند که چطور میتوانیم برای تعین ارتفاع یک شی از سایه ها استفاده نمائیم. اگر 








برای این سوّال جوابی ندارند» با پرسیدن سوالات درباره نسبت ها برای شان 
معلومات دھید. 
پروژه: برای دریافت ارتفاع یک پایه از سایه تان استفاده کنید. 


1 بشکل گروپی کار نموده برای اندازه کردن بلندی قد شاگردان از متر ها استفاده نمائید. شاگردانیکه در یک گروپ هستند 
میتوانند قدهای همدیگر خود را اندازه نمایند. برای معلم ضروری است تا برای شاگردان نشان بدهد که چطور میتوان اندازه 
دقیق را تعین کرد. یک روش برای دریافت اندازه دقیق اینست که شاگردان در مقابل دیوار بایستند و قسمت بالای سر شانرا 
نشانی نماینده سپس فاصله نقطه نشانی شده را از فرش اندازه نمایند. در نتیجه نام ها و بلندی قد شاگردان را در یک کاغذ یاد 


داشت نمایید. 


2 در روشنی آفتاب بیرون رفته برای اندازه گیری طول سایه هر شاگرد بشکل گروپی کار نمایند. برای اینکه اندازه ها درست 
باشد» شاگردان باید بشکل عمودی ایستاده باشند یعنی بطرف پشت سر یا پیش رو 
خمیده نباشند. تصویر (4) طول سایه هر شاگرد را در مقابل اندازه قد آنها یادداشت 
نمائید. تصویر (5) 

3 سپس فوراً یک پایه یا یک شی را که بشکل عمودی ایستاده باشد و شما 
قادر به دیدن سایه آن از سر تا پا باشید اندازه نمایید. هر شاگرد طول سایه را 
یادداشت خواهد نمود. بهتر این خواهد بود تا تمام شاگردان یک شی را اندازه 
نمایند. 








ازا بند تن 
رریابی و جمع بای تصویر (5) تصویر (4) 


آ. برای هر شاگرد یک چارت را بدهید تا تکمیل نماید. (صفحات بعدی) 

شاگردان اندازه قد و طول سایه ها را در قسمت بالای چارت یادداشت نموده و نسبت بین آنها را دریافت نمایند. 
ب.برای شاگردان یاد آور شوید. که نسبت بین سایه و طول شی در تمام آشیا یکسان است به شرط اينکه آنها در یک 
وقت معین روز اندازه گردند. حال بدون اینکه فورمول را به شاگردان نشان بدهید از آنها بخواهید تا ارتفاع پایه را دریافت 
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کنند. به ایشان اجازه دهید تا از معلوماتی که قلا در مورد نسبت ها و سایه ها برای شان داده شده است استفاده نمایند. 
آنها در صورت کوشش برای دریافت جواب از یک دیگر کمک بگیرند. 

فورمول قرار ذیل است: نسبت 6 طول سایه پایه = ارتفاع پایه 

ج. ارزیابی خودی شاگردان: از آنها بخواهید تا به رقم که محاسبه نموده اند نظر باندازند. آیا این رقم کدام مفهومی را 
افاده میکند؟ آنها با نگاه کردن به ارتفاع پایه میتوانند به شکل تخمینی بگویند که محاسبه شان درست است یا خیر. اگر 
د. زمانیکه اکثر شاگردان محاسبه را به اتمام رساندن از آنها بپرسید که کدام نسبت ها را بین ارتفاع و سایه آنها دریافته 
اند. (نسبت ها باید مشابه باشد). 

۵ از شاگردان بخواهید تا ارتفاع محاسبه شده پایه را بالای تخته در مقابل صنف بنویسند. نتایج را محاسبه نموده و 
بیبینید که آنها باید بسیار مشابه باشند. 

و اگر نتایج شاگردان مشابه نباشد. برای از بين بردن اشتباهات کار شانرا را بررسی نمائید. 

سؤالات 

1 اگر چه شاگردان دارای قدهای مختلف میباشند. پس چرا نسبت بین سایه ها و قدهای آنها مشابه اند؟ (به این دلیل 
که شعاع آفتاب بالای تمام اشیاء یکسان میتابده بدین لحاظ نسبت بین طول سایه و طول قد برای تمام اشیاء مشابه 
است). 

2 اگر چه شاگردان دارای قدهای متفاوت اند اندازه حد اوسط قد آنها مشابه میباشد (تقریبا). چرا؟ (بخاطریکه شاگردان 
برای محاسبه از نسبت های مشابه استفاده کرده اند). 

3. آیا این یک میتود خوب خواهد بود که سایه خود را در یک وقت روز اندازه نموده و برای اندازه نمودن سایه پایه تا 
4 آیا شما چی فکر میکنید که چرا انجام دادن این عمل در نصف روز نسبت به صبح وقت و شام آسانتر است؟ (در این 
وقت روز سایه ها طویلتر بوده و اندازه کردن آنها وقت زیادی را در بر خواهد گرفت و همچنان در این دو وقت روز سایه 
ها بشکل سریع تغییر میکنند). 

5. اگر شما متر نداشته باشید آیا هنوز هم شما این طریقه را انجام داده میتوانید؟ (بلی شما میتوانید از واحد اندازه گیری 
غیر معیاری استفاده کنید). اگر شما کدام شیوه معیاری اندازه گیری ندارید پس از چی میتوانید استفاده کنید؟ (میتوانید 
توسط قدم های تان اندازه سایه تان را تعین کنید). 

ارزیابی: 

برای شاگردان اندازه های تخیلی را بدهید تا اندازه ارتفاع نا معلوم یک شی را محاسبه کنند. معلم باید این محاسبه را 
قبلاً انجام بدهد تا او بتواند کار شاگردان را بررسی نماید. 


ووي 


اگر شاگردان در خانه متر داشته باشند آنها را با اندازه قدهایشان که در صنف دریافت نموده بودند به خانه بفرستید و از 
آنها بخواهید تا اندازه یک شی را در نزدیکی خانه و یا در حویلیشان بیابند. و همچنان به ایشان یاد آور گردید تا سایه 
خود و آن شی را دوبارہ اندازہ نمایند۔ چرا؟ (بخاطریکه سایه ها باید متناسب باشند). 
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درس ششم 
استگاده از زاویه 45 درجه برای دریافت فاحله 


مفاهیم عمده هندسی: مثلث های قایم الزاویه با زوایه 45 درجه 
دارای اضلاع مساوی میباشد. تصویر )1( 


شفیقه به دوستش که در کنار دیگر دریا ایستاده بود نگاه می کرد. نمی 
دانست که ریسمان دست داشته اش به قدر کافی درازست تا به دوستثر 
در کنار دیگر دریا برسد و بتواند از دریا عبور نماید. چطور میتوانست که 
این فاصله را دریابد؟ او تنها یک زاویه سنج و یک کتابجه داشت. 

بعد از اندک فکر جای را که ایستاده بود نشانی نمود. او در کنار دریا 
قدم میزد و با استفاده از زاویه سنج به دوستش نگاه می کرد بعد از 
یک مدت توقف نمود و جای جدید خود را نشانی نموده به جای اول 
خود برگشت. او گفت که فاصله دریا را میداند. ولی چگونه؟ 

شفیقه میدانست مثلث قایم الزاویه که زوایای آن 45 درجه است. 


فاصله دریا یک ضلع از آن بود. شفیقه دور خورده و در امتداد دریا تا آنکه زاویه دید به دوستش 45 درجه گردید قدم زد. 





بعد از آن او فاصله را که طی نموده بود با قدمھایش اندازه نمودء این فاصله با اندازه فاصله عرض دریا مساوی می باشد. 
برای اندازه گیری دقیقتر شفیقه چی کرده میتواند؟ 


او میتواند از متر برای اندازه گیری خود استفاده نماید. او میتواند از وسایل سروی بجای یک زاویه سنج ساده استفاده 
نماید. 


استاد میتواند یک دریای غیر واقعی را که اندازه آن از قبل برایش معلوم باشد در روی صحن مکتب ترسیم نماید. 
شاگردان با استفاده از زاویه سنج فاصله آنرا دریابند» آنها باید از فیته» متر و یا خط کش استفاده ننمایند. 


شاگردان باید با رهنمای استاد به کار آغاز نماید بعد ازینکه کار گروپها تمام می گردد نتایج آنها را جمع آوری نموده و 


نتایج موفق و نا موفق و مشکلات را که شاگردان در جریان این تمرین داشتند مورد بحث قرار بدهید. نظریات شاگردان 
را برای بهتر ساختن آن پرسان نماید. 
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ارزیابی: 

شاگردان به شکل گروپی و فعالانه کار نمایند. و همچنان جریان انجام این تمرین را بنوسید. 

سوّالات 

1 اگر زاویه سنج در نزد شفیقه موجود نمی بود او هنوز هم میتوانیست که این فاصله را با وسایل دست داشته اش 
دریابد. ولی چگونه؟ (او با استفاده از ورق کتابجه اش که آنرا به شکل چهار ضعلی قاط کرده و زاویه 45 درجه را 
تشکیل بدهند و با استفاده از این زاویه میتواند دوستش را نشانی نمائید. 

2 سروی کننده گان زمین باید همینگونه فاصله ها را دریابند. بحای زاویه سنج از چی استفاده می کنند. (لایزر 
لسکوب های کرک و از الایس) 

3. چگونه از روش شفیقه برای اندازه کردن بلندی یک درخت استفاده می نمائید؟ 
(از کنار درخت به فاصله دور بروید تا قسمت بالا درخت در زاویه سنج تان برابر به 45 درجه گردده بعد میتوانید 
مشاهده نماید. 
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نسبت بلندی قد بر اندازه پا 














مفاهیم عمده ریاضی: اندازه گیری ها نشان می دهند که نسبت ثابت بین 
اعضای بدن انسانها موجود است. 


از شاگردان بخواهید تا یک پای بوت خود را ببرون نموده در یک محل ذخیره نمایند. 
تصویر (1) بعد یک شاگرد تمام بوتها را در خط مستقیم طوریکه بوت بزرگتر در یک 
کنار قطار و بوت کوچکتر در کنار دیگر قطار قرار بگیرد تنظیم نماید. تصویر (2) البته 
باید یاد آور شد که این پروژه را در دهلیز مکتب میتوان به آسانی انجام داد. 
بعد شاگردان را به اساس قد موازی با قطار بوتها ایستاده نمائید. موقعیت شاگردان 
باید با اندازه زیاد بر اساس موقمیت بوتها در قطار باشد. تصویر (3) اشخاص قد کوتاه 

دارای پاهای کوچک و اشخاص قد بلند بر عکس آن می باشد. 

نسبت تقریباً ثابت میان بلندی قد و اندازه پاها موجود می باشد. برای توضیح 

این موضوع به پروژه ذیل دقت نمائید: 

1 شاگردان با استفاده از یک ریشمه قدهای خود را اندازه نمایند و ریشمه (تار) را 
قطع نمائید. تصویر (4 و 5) 

2 ریشمه (تار) را در روی زمین به شکل عمودی هموار نماینده حال اندازه بلندی 
قد شاگردان در روی زمین واضیح گردیده است. 

3. ریشمه (تار) را با قدمهای تان طوری اندازه نمائید که کوری یک پا با انگشت 
کلان پای دیگر تان چسپیده باشد. تصویر (6) 

4 استاد نتیجه هر شاگرد را بالای تخته نوشته نموده از آنها بپرسد 
که کدام خصوصیت در تعداد قدمپا ملاحظه نموده اند یا خیر 
نتیجه اندازه گیری باید نزدیک به شش قدم باشد. نسبت بین 
اندازه پا و بلندی قد بسیاری از اشخاص معمولا 1/6 میباشد. 
بلندی قد افراد معمولاً شش برابر اندازه پا های آنها میباشد. اگر 
تعداد قدمهای شاگردان به 5.5 و 6.5 نرسد بايد دوباره اندازه 
نمایند. 


این نسبت در اندازه گیری درست محصولات برای کمپنی های لباس کمک مینمائید. 
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کفش اندازه دوران رستم ذال از سنه 135 قبل از میلاد الى سنه 40 ۴ 
میلادی و توسط این کشف اندازه قد یک شخص از آن زمان معلوم کردہ 
میتوانیم. 








تصویر (5) 
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